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问 深 那 得 清 如 许 ? 
( 宋 ) 朱 嘉 ，《 观 书 有 感 》 


几何 学 是 从 制造 器 亚 、 测 量 容 器 、 丈 量 土 地 
等 实际 问题 中 产生 和 发 展 起 来 的 ， 

早 在 几 十 万 年 以 前 ， 当 原始 人 类 为 了 采集 食 
物 而 用 石 块 制作 简单 的 武器 和 工具 时 ， 就 已 开始 
出 现形 的 观念 。 这 些 石 器 往往 被 做 成 较为 规则 的 
儿 何 形状 ， 反 映 出 当时 人 们 的 头脑 中 己 初 步 确 立 
了 一 些 几 何 图 形 的 形象 。 例 如 ， 在 北京 西南 周口 
店 的 猿人 遗址 中 ， 发 现 了 五 十 万 年 前 制作 的 石 
器 ， 其 中 的 石 刀 、 石 移 等 的 每 一 个 面 都 近似 于 平 
面 ， 尖 状 器 的 尖 角 近似 于 锥 体 。 在 山西 省 囊 汾 县 
于 村 发 现 了 几 万 年 前 原始 人 用 石 块 制 成 的 球形 工 
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具 。 原 始 人 类 还 知道 如 何 美化 生活 ， 创 造 了 石像 
和 绘画 等 艺术 形式 。 在 法 国 和 西班牙 发 现 了 大 约 
一 万 五 千年 前 的 地 穴 里 的 绘画 。 原始 艺术 的 出 
现 ， 反 映 出 人 们 已 能 把 简单 图 形 组 合成 复杂 形 
状 ， 来 表达 某 种 内 容 ， 获 得 美的 享受 。 

大 约 在 一 万 年 以 前 ， 覆 盖 在 驳 、 亚 大 陆 上 的 
冰 块 开始 融化 ， 地 面 露 出 大 片 的 森林 和 沙漠 。 以 
捕 鱼 和 打猎 为 生 的 流动 人 群 ， 大 部 分 定居 务农 ， 
开始 了 新 石器 时 代 。 出 现 了 陶器 、 木 器 和 纺织 
品 ， 发 明了 轮子 。 产 品 的 几何 形状 更 加 准确 和 精 
致 ， 并 且 常 用 各 种 几何 图 案 加 以 装饰 。 产 品 的 形 
状 和 装饰 图 案 倾向 于 对 称 ， 很 多 陶器 做 成 旋转 体 
的 形状 ， 在 装饰 图 案 中 出 现 平 行 线 、 相 交 线 、 重 
直线， 甚至 还 有 球面 上 的 大 圆 ， 以 及 全 等 形 和 相 
似 形 . 
生产 的 进一步 发 展 ， 使 人 们 不 仅 关心 物体 的 
形状 ， 而 且 对 大 小 有 更 具体 的 要 求 ， 这 就 需要 测 
量 长 度 和 容积 ， 丈 量 土地 ， 并 且 进 行 有 关 的 计 
算 ， 于 是 就 出 现 了 一 些 可 直接 应 用 于 计算 的 几何 
公式 和 定理 。 但 是 在 这 些 公式 和 定理 开始 出 现 
时 ， 往 往 不 是 象 我 们 现在 这 样 作为 重要 内 容 单独 
列 出 来 ， 而 多 半 是 隐 含 在 一 些 具体 计算 问题 的 解 
答 过 程 中 ， 千 我 们 去 仔细 揣摩 。 
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古代 埃及 人 把 数学 资料 用 墨水 写 在 很 薄 的 草 
片上 ， 现 在 英国 博物 馆 和 苏联 的 莫斯科 分 别 收 藏 
了 一 批 这 样 的 草 片 ， 都 是 公元 前 1700 年 左右 埃及 
人 写成 的 ， 上 面 记载 着 一 些 数 学 问题 和 它们 的 解 
答 。 通 过 分 析 解 答 过 程 ， 可 以 推 类 出 当时 是 依据 
什么 法 则 进行 计算 的 。 例 如 ， 纸 片上 记载 着 一 个 
求 楼 人 台 体 积 的 问题 ， 大 意 为 ，“ 若 有 人 告诉 你 
说 ， 有 一 校 台 ， 高 为 6， 底 为 4， 顶 为 2。 你 就 
要 取 这 4 的 平方 ， 得 结果 为 16。 你 要 把 它 加 倍 ， 
得 结果 8 。 你 要 取 2 的 平方 ， 得 4 。 你 要 把 16、 
8 和 4 加 起 来 ， 得 28。 你 要 取 6 的 三 分 之 一 ， 得 
2 。 你 要 取 28 的 两 倍 ， 得 56。 你 看 ， 它 等 于 56.。 
你 可 以 知道 它 是 对 的 。” 这 段 文字 叙述 ， 如 果 改 
用 现在 的 数学 符号 ， 可 以 简洁 地 表达 成 


V = (a +ab+b), 


其 中 V 是 四 棱 人 台 的 体积 ， 棱 台 的 两 个 底面 是 边 
长 为 < 和 5 的 正方 形 ， 棱 台 的 高 为 h. 在 本 题 中 = 
6,Q =4, b=2。 这 是 一 个 完全 正确 的 公式 。 现在 
的 中 学 生 在 高 中 一 年 级 下 学 期 才学 习 棱 台 体 积 的 
计算 ， 这 时 早已 学 完 平面 几何 ， 立 体 几 何 的 学 习 
也 已 接近 尾声 。 但 是 在 历史 上 ， 材 台 休 积 计算 却 
成 为 最 早 见 于 文字 记载 的 几何 内 容 之 一 。 
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另 一 方面 ， 古 代 埃 及 人 进行 几何 计算 前 法 则 
也 并 不 完全 正确 。 例 如 ， 他 们 在 一 个 让 字 的 墙 上 
刻 着 一 个 捐献 给 庙宇 的 田地 表 。 这 些 田 地 一 般 有 
四 条 边 。 馈 文中 计算 四 边 形 田 地 面积 的 方法 ， 用 
现在 的 符号 可 以 写成 


S-ct+tp ctd 
2 Ei 


其 中 S 是 四 边 形 的 面积 ，a 和 6b 是 四 边 形 的 一 双 对 . 


边 ，c 和 d 是 另 一 双 对 边 ， 对 于 边 长 为 a.b、c 的 三 
角形 田地 ， 他 们 认为 d=0, 因 而 
So- a+b CC 
2 2 
这 些 法 则 即使 看 成 近似 公式 ， 误 差 往往 也 很 大 。 
古代 巴比伦 人 把 他 们 的 数学 资料 刻 成 泥 版 的 
形式 。 现 在 保存 的 泥 版 中 ， 较 早 的 一 些 是 公元 前 
2000 年 左右 的 ， 大 部 分 是 公元 前 600 年 到 公元 300 
年 间 制 成 的 。 这 些 泥 版 主要 研究 算术 和 代数 ， 只 
在 解决 实际 问题 时 搞 一 点 见 何 。 他 们 收集 了 一 些 
计算 简单 平面 图 形 面积 和 简单 立体 体积 的 法 则 ， 
知道 了 三 角形 的 相似 ， 以 及 相似 三 角形 的 对 应 边 
感 比 例 的 性 质 。 在 一 块 制作 于 公元 前 2000 年 左右 
的 泥 版 上 ， 刻 着 一 个 特别 的 数 表 , 根据 专家 考 


证 ， 玫 中 列 出 了 十 五 组 勾 股 踊 数 ， 即 满足 C + 
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六 = 吃 的 自然 数组 C.b、c。 据 此 ， 有 人 认为 ， 可 能 
巴比伦 人 已 经 知道 了 勾 股 定理 ， 其 至 还 可 能 知道 
了 求 勾 股 蓄 数 的 一 般 公式 。 当 然 这 只 是 一 种 推 
测 。 巴比伦 人 在 几何 问题 中 的 图 形 到 得 并 不 精 
致 ， 计 算法 则 也 未 必 正 确 。 他 们 为 着 解决 某 些 物 
理 问题 而 计算 的 体积 ， 有 些 算 对 了 ， 有 些 算得 不 
对 。 

无 论 从 古代 埃及 的 草 片 或 是 巴比伦 的 泥 版 ， 
都 找 不 到 有 关 推 理论 证 的 记载 。 所 采用 的 计算 几 
何 量 的 法 则 ， 都 是 通过 数字 计算 的 具体 例题 表现 
出 来 的 。 有 些 问题 昌 然 涉及 的 道理 比较 复杂 ， 所 
用 的 公式 却 完全 正确 ， 另 一 些 问 题 虽然 涉及 的 道 
理 相 对 地 简单 一 些 ， 所 用 的 计算 法 则 却 未 必 正 
确 。 有 些 法 则 在 某 种 情形 下 是 较 好 的 近似 ， 而 在 
另 一 些 情形 下 产生 较 大 的 误差 。 把 这 些 现象 联系 
在 一 起 ， 自 然 会 得 出 一 个 结论 ， 在 古代 的 埃及 和 
巴比伦 ， 人 们 都 是 从 社会 实践 过 程 中 逐步 归纳 、 
总 结 出 一 些 计算 法 则 ， 用 来 解决 当时 遇 到 的 实际 
计算 问题 ， 边 试 算 、 边 改进 。 如 果 一 个 法 则 试 算 
的 结果 与 实际 情形 相符 ， 便 认为 有 充分 理由 继续 
加 以 采用 。 

在 古代 的 中 国 ， 从 现存 的 一 些 较 早 的 数学 书 
籍 来 看 ， 几 何 知识 的 积累 。 也 是 来 源 于 社会 实践 
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的 推动 。 天 文 观 测 、 兴 修 水 利 、 丈 量 田亩 等 ， 都 
促进 了 几何 学 的 发 展 。 在 《有 周 体 算 经 》、《 九 章 ， 
算术 》 等 书 中 ， 往 往 也 是 通 过 具体 数字 计算 问题 
反映 出 当时 人 们 所 掌握 的 几何 知识 ， 后 代 人 注释 
这 些 书 时 ， 才 补 出 有 关 定 理 的 证 明 。 但 是 中 国 古 
代 的 数学 有 着 自己 的 特点 。 在 约 于 公元 前 二 世纪 
成 书 的 《 周 丛 算 经 》 中 ， 在 进行 具体 数字 计算 
的 同时 ， 还 明确 地 叙述 出 在 直角 三 角形 中 求人 射 边 
长 的 一 般 方 法 ，“ 勾 、 股 各 自 乘 ， 并 而 开 方 除 
之 ”。 用 现在 的 符号 写 出 来 ， 就 是 
C=A/a Ti， 

其 中 和 1 是 两 条 直角 边 的 长 度 ，c 是 斜 边 长 .生活 
在 公元 前 四 、 五 世纪 的 墨 子 ， 在 他 的 著作 《 墨 
经 》 中 ， 其 至 试图 对 一 些 几 何 概 念 给 出 逻辑 的 定 ， 
义 。 其 中 ， 关 于 两 线段 相等 、 线 段 的 中 点 、 贺 周 
等 概念 的 定义 ， 既 清晰 ， 又 确切 。 例 如 ， 关 于 加 
局 的 定义 是 这 样 的 ; 

“图 ， 一 中 同 长 也 。” 

“图 ”就 是 贺 周 。 上 面 这 名 话 ， 翻 译 成 现代 
语言 ， 意 思 就 是 ， 圆 周 是 到 一 个 中 心 点 有 相等 距 
离 的 点 所 构成 的 图 形 。 - 

《时 经 》 中 还 般 述 了 一 个 重要 命题。 “ 游 ， 
或 有 前 不 容 扩 也 ”， 意 思 是 ， 用 一 条 线段 去 量 另 


DY ws 
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一 条 线段 ， 总 有 量 到 不 够 继续 往 前 量 的 时 候 ， 这 
里 的 “ 尺 ”， 是 《 墨 经 》 中 对 线段 概念 采用 的 
术语 。 两 千 多 年 以 后 ， 德 国 数学 家 希 尔 伯 特 提 
出 的 一 套 几 何 学 公理 系统 中 ， 有 一 条 阿 基 米 德 
公理 ， 与 《 墨 经 》 中 的 上 述 命 题 实质 上 完全 相 
同 . 

《 墨 经 》 和 《 周 通 算 经 》 中 的 这 些 一 般 性 叙 
述 ， 表 明 我 国 至 少 在 公元 前 五 世纪 以 后 ， 就 已 开 
始 对 几何 学 中 的 某 些 关于 共性 的 问题 产生 兴趣 ， 
不 再 局 限于 对 具体 几何 计算 问题 的 逐个 讨论 。 造 
成 这 种 转变 的 原因 ， 可 能 是 由 于 我 国 在 春秋 战国 
时 代 社 会 剧烈 变动 ， 诸 子 百 家 各 树 一 帜 ， 各 个 学 
派 为 了 发 展 自己 的 学 说 ， 纷 纷 对 从 社会 实践 中 观 
察 、 了 解 到 的 大 量 现象 进行 深入 的 思考 、 分 析 ， 
研究 事物 的 内 在 的 客观 规律 ， 从 感性 认识 上 升 为 
理性 认识 ， 

对 几何 学 进行 全 面 而 深刻 的 研究 ， 使 之 发 展 
成 为 一 门 独 立 的 理论 学 科 ， 这 一 历史 性 的 转变 ， 
是 在 古代 希腊 完成 的 。 特 别 是 网 几 里 得 编著 的 
《多 何 原本 》， 是 几何 学 史上 的 一 个 里 程 碑 。 自 
从 《几何 原本 》 问 世 以 来 ， 两 千 多 年 间 ， 已 发 行 
一 于 多 种 版 本 。 很 多 国家 的 中 学 平面 几何 和 立体 
儿 何 课本 ， 至 今 仍 是 按照 《几何 原本 》 征 下 的 基 


Emer e 
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调 编写 的 。 

也 正 是 由 于 《几何 原本 》 的 间 忆 ， 才 带 来 一 
个 使 无 数 人 困惑 和 兴奋 的 著名 问题 一 一 欧 几 里 得 
第 五 公设 问题 。 


一 一 -一 一 -一 一 
一 -一 一 一 一 一 
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NA 


行 冲 落 薄 轻 轻 界 ， 
看 放 重 重 迭 迭 山 。 
〈《 宋 ) 范 成 大 ，《 早 发 人 竹下》 


关于 欧 几 里 得 的 生平 ,人 们 知道 得 很 少 ,只 有 


2 一 1 欧 几 里 得 
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一 个 情况 是 相当 肯定 的 ， 在 公元 前 300 年 左右 ， 
欧 几 里 得 生活 在 亚历山大 里 亚 城 ， 并 在 那里 讲 
学 。 还 知道 欧 几 里 得 可 能 是 在 柏拉图 的 学 院 里 接 
受 教育 。 ; 和 
关于 《几何 原本 》， 也 有 一 些 不 清楚 的 地 
方 。 战 争 般 灭 了 古代 希腊 的 大 图 书馆 ， 使 大 量 珍 
贵 数 学 资料 化 为 灰 燃 。 欧 几 里 得 本 人 二 的 手稿 也 
葛 然 无 存 。 幸 气 《 儿 何 原本 》 早 已 流传 出 去 ， 所 
以 后 来 在 公元 四 世纪 有 时， 亚历山大 里 亚 城 的 泰和 投 
恩 能 够 出 版 他 对 《几何 原本 》 的 修订 本 。 泰 奥 恩 
还 通过 讲课 来 传播 《几何 原本 》.。 泰 奥 轧 的 修订 本 
和 讲稿 驾 转 流传 下 来 ， 成 为 后 来 研究 《4 儿 何 原 
本 »》 内 容 的 一 项 重要 依据 结合 从 其 他 渠道 流传 
下 来 的 手稿 译本 、 评 注 和 各 种 有 关 资 料 ， 互 相 参 
照 ， 互 相 印 证 ， 才 使 现在 的 人 们 能 够 了 解 《 几 何 
原本 》 的 全 瑶 。 经 过 这 许多 骨折， 免不了 会 有 些 
存疑 的 地 方 。 很 难 完全 搞 清楚 何 时 、 何 地 、 何 人 
作 了 哪些 改动 ， 记 不 清楚 殉 几 里 得 编写 《几何 原 
本 》 的 目的 ， 有 人 认为 这 是 加 给 数学 家 看 的 学 术 
著作 ， 另 一 些 人 则 认为 是 给 学 生 编 写 的 课本 。 
在 《几何 原本 》 的 各 种 现 有 版 本 中 ， 一 般 感 
到 数学 史家 项 思 的 版 本 最 值得 信赖 、 在 数学 史家 
海 伯 格 和 和 和希 思 对 欧 几 里 得 著作 深入 研究 的 基础 
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上 ， 和 需 思 把 《几何 原本 》 全 文 〈13 卷 ) 翻译 成 英 
文 ， 并 且 添 上 长 长 的 引言 和 评注 ， 合 订 成 三 册 。 
有 些 版 本 的 《几何 原本 》 有 15 卷 ， 增 加 的 两 卷 是 
后 人 写 的 ， 

《几何 原本 》 的 中 文 译 本 ， 分 两 次 出 完 ， 跨 
越 两 个 朝代 ， 历 时 二 百 多 年 。 前 六 卷 在 1607 年 出 
版 ， 由 明代 的 徐光启 〈1562 一 1633) 和 意大利 人 
利 玛 塞 (1529 一 1610) 合 译 ， 后 九 卷 在 1858 年 出 
版 ， 由 清 代 的 李 善 兰 (1811~1882) 和 英国 传教 士 
伟 烈 亚 力 (1815~-1887) 合 译 。 中 文 译名 中 的 “ 原 
本 ”二 字 ， 当 然 不 是 指 原来 的 版 本 ， 而 是 指 “ 原 
理 ”， 相 当 于 英文 版 本 的 书 名 《Elments》 至 于 
“原本 ”前 面 的 “几何 ”二 字 ， 则 是 徐光启 在 翻 
译 时 如 上 去 的 。 由 于 在 中 译本 问世 以 后 ， 又 出 现 
了 更 好 的 希 思 版 本 ， 所 以 我 们 以 下 的 讨论 将 以 希 
思 的 英文 版 本 为 依据 . 

在 《几何 原本 》 的 第 一 卷 中 ， 首 先 列举 了 23 
个 定义 ， 接 着 规定 5 条 公设 和 5 条 公理 ， 最 后 论 
述 48 个 命题 。 著 名 的 欧 几 里 得 第 五 公设 ， 就 是 这 
五 条 公设 中 的 最 后 一 条 。 5 条 公设 的 全 文 如 下 ， 

公设 

1. 从 任 一 点 到 任 一 点 可 作 直 线 。 

2。 可 将 有 限 直 线 不 断 地 滞 直 线 延 长 。 


0 i . 
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3。 可 取 任 一 中 心 和 距离 作 轿 。 

4。 所 有 直角 彼此 相等 。 

5。 车 两 条 直线 被 一 直线 截 得 的 一 组 同 侧 内 
角 之 和 小 于 二 直角 ， 则 车 适当 延长 这 两 条 直线 ， 
必 在 和 小 于 二 . 坦 角 的 一 侧 相 交 。 

把 这 五 条 公设 互相 比较 ， 立 刻 就 会 发 现 ， 前 
面 四 条 公设 都 非常 简单 明白 ， 只 有 第 五 条 公设 比 
较 复 杂 、 要 交待 得 很 细致 ， 才 能 把 条 件 和 结论 完 
全 说 清楚 。 

是 不 是 欧 几 里 得 本 来 就 觉得 公设 和 公理 应 该 
有 简 有 繁 ， 把 简单 的 放 在 前 面 ， 复 杂 的 放 在 后 
面 ， 体 现 由 简 到 繁 的 原则 呢 ? 后 面 的 五 条 公理 是 
不 是 比 公设 5 还 要 复杂 呢 ? 为 了 解答 这 个 疑问 ， 
我 们 接 下 去 看 帮 《 儿 何 原本 》 中 的 五 条 公理 。 

公理 

1， 等 于 同 量 的 量 彼 此 相等 。 

2。 等 量 加 等 量 ， 总 量 仍 相 等 。 

3。 等 量 减 等 量 ， 余 量 仍 相等 。 

4。 彼此 重合 的 量 相 等 。 

5。 整 体 大 于 部 分 

这 五 条 公理 都 与 前 四 条 公设 一 样 的 简单 到 极 
点 ， 只 有 公设 5 显得 那样 碍 眼 。 平 心 而 论 ， 公 设 
5 的 命题 也 不 能 算 十 分 复杂 。 但 是 把 它 与 那 另 外 


ee 
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妨 个 简单 透顶 的 命题 放 在 一 起 ， 就 显得 极 不 相 
称 。 

五 条 公理 对 形 和 数 都 适用 ， 五 条 公设 是 专门 
讨论 形 的 。 有 关 形 的 简单 浅显 命题 俯 拾 即 是 ， 为 
什么 欧 几 里 得 偏偏 看 中 这 样 一 条 第 五 公设 呢 ? 

为 了 揣摩 欧 几 里 得 的 意图 ， 我 们 不 妨 接着 再 
往 下 看 一 段 《几何 原本 》 的 文字 . 

命题 1 在 已 知 有 限 直 线 上 作 一 个 等 边 三 角 


2 一 2 


设 4B 是 已 知 的 有 限 直 线 。 

求 作 一 个 在 直线 入 B 上 的 等 边 三 角形 ， 

取 中 心 A 和 距离 A4B 作 图 BCD， [公设 3 

再 取 中 心 记 和 距离 BA 作 辆 ACE, [公设 3 

从 两 圆 的 交点 CC 到 点 4 、 卫 连结 直线 CA4、 
CB。 [公设 工 ] 
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现在 ， 因 为 点 入 是 加 CDB 骨 中心， 所 以 AC 
等 于 AB, [定义 15 

又 因为 点 理 是 图 CAE 的 中 心 ， 所 以 BC 等 于 
BA. z C 定 义 15 

但 是 又 已 经 证 明了 CA 等 于 AB， 所 以 直线 
CA.CB 孝 等 于 AB. 

而 等 于 同 量 的 量 也 彼此 相等 ; C 公 理 1 

所 以 CA 也 等 于 CB. 

所 以 三 条 直线 CA 入 .AB、BC 人 彼此 相 著 . 

所 以 三 角形 ABC 是 等 边 三 角形 ， 并 且 它 是 
作 在 已 知 直线 和 4B 上 的 ， 

这 正 是 所 要 作 的 。 

容易 姑 出 ， 命 题 1 是 一 个 作 图 题 ， 它 的 解答 
过 程 可 以 明显 地 划分 出 已 知 、 求 作 、 作 法 、 证 明 
四 个 步骤 。 在 叙述 作法 和 证 明 过 程 时 ， 每 一 步 都 
力求 举 出 所 引用 的 逻辑 依据 。 这 里 引用 的 依据 有 
公设 3、 公设 1 、 公 理 1 ， 还 有 定义 15 《 圆 的 定 
义 ) 。 如 果 现 在 的 一 位 初中 二 年 级 学 生 能 把 几何 
作业 写 得 这 样 层 次 分 明 ， 数 学 老师 便 可 以 感到 相 
当 满 意 了 。 当然 也 有 让 数学 老师 皱眉 头 的 地 方 ， 
那 就 是 在 所 有 应 该 说 “线段 ”的 场合 ， 这 里 都 没 
有 说 “线段 ”， 而 是 一 会 几 说 “直线 ”， 一 会 儿 
说 “有 限 直线 ”。 但 是 对 于 《几何 原本 》 来 说 ， 


J 
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这 样 歧 述 ， 在 逻辑 上 是 无 可 非议 的 。 在 《几何 原 


本 》 第 一 卷 的 23 个 定义 中 ， 并 没有 术语 “线段 ? 
而 只 定义 了 “直线 ”， 并 且 “直线 ” 的 定义 也 与 
我 们 现在 不 同 。 它 的 前 面 四 个 定义 是 这 样 的 ， 

定义 

1。 点 是 没有 部 分 的 那 种 东西 。 

2。 线 是 没有 宽度 的 长 度 。 

3。 一 条 线 的 两 端 是 点 。 

4。 直 线 是 同 它 自己 上 面 各 点 看 齐 的 线 。 

定义 4 使 我 们 想起 用 有 眼睛 沿 一 直线 向 前 看 的 
实际 情形 ， 甚 至 想起 体育 老师 欧 口 令 ，“ 向 前 看 
齐 ! ”也 许 当 初 这 个 定义 就 是 这 样 从 实际 生活 中 
仔细 观察 思考 以 后 提炼 出 来 的 。 值 得 注意 的 是 ， 
从 定义 4 看 出 ， 《几何 原本 》 里 的 “直线 ”首先 
要 是 一 条 “ 线 ”， 而 从 定义 3 又 看 出 ，《 儿 何 原 
本 》 里 的 一 条 ” 线 ” 是 有 两 个 端点 的 ， 所 以 《几何 
原本 》 中 的 “直线 ”， 就 是 现在 几何 课本 里 的 线 
段 ， 它 的 长 度 总 是 有 限 的 。 在 需要 考虑 尽量 伸展 
的 情形 时 ， 就 用 “延长 ”来 弥补 。 在 需要 特别 强 
调 长 度 有 限 的 时 候 ， 就 说 “有 限 直 线 ”。 

在 23 个 定义 中 ,也 没有 定义 圆 的 半径 ,而 只 定 
义 了 圆 、 圆 的 中 心 和 直径 ,所 以 在 谈 到 作 圆 时 ， 才 
采用 “ 取 中 心 4 和 距离 A4B 作 贺 BCD” 之 类 的 说 法 ， 
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总 之 ， 在 研究 命题 1 的 时 候 ， 只 引用 在 书 中 


出 现在 它 前 而 的 知识 ， 包 括 定 义 、 公 设 和 公理 。 


、 一 旦 命题 1 解决 以 后 ， 它 就 成 为 一 个 基本 作 图 


题 ， 可 供 研究 在 它 后 面 的 命题 时 引用 .事实 上 ， 
在 研究 命题 2 时， 除去 引用 公设 和 公理 而 外 ， 就 
己 引 几 了 命题 1 的 作 图 ， 而 在 研究 命题 3 时， 又 
引用 了 公设 、 公 理 、 定 义 和 命 题 2 。 如 此 继续 ， 
以 后 的 各 个 命题 中 ， 有 些 是 基本 作 图 题 ， 有 些 是 
定理 ， 研 究 每 个 命题 时 ， 都 只 引用 它 前 面 的 内 
容 . 

23 个 定义 中 ， 有 些 定义 只 是 描述 性 的 ， 例 如 
“点 是 没有 部 分 的 那 种 东西 ”， 这 样 的 定义 对 论 
证 没有 什么 帮助 ， 因 而 在 研究 命题 时 用 不 着 引用 
它们 。 但 是 五 条 公设 和 五 条 公理 在 研究 命题 时 都 
被 引用 了 。 对 各 条 公设 或 公理 最 先 被 哪 一 个 命题 
引用 进行 统计 ， 结 果 得 到 下 页 一 个 有 趣 的 表格 。 

从 这 个 统计 表 看 出 ， 公 设 1、2 、3 和 公理 
1、3 、4 很 时 就 被 引用 ， 公 设 4 和 公理 2、5 
引用 得 比较 迟 公设 5 引用 得 特别 迟 。 

如 此 看 来 ， 公 设 5 就 更 加 值得 怀疑 。 是 否 欧 
几 里 得 不 太 喜 欢 这 条 公设 ， 非 到 万 不 得 已 时 ， 不 
肯 用 它 ? 或 者 ， 是 否 前 面 28 个 命题 都 太 简 单 ， 无 
殴 第 五 公设 出 马 ? 


= 
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最 早 引 用 的 命题 


命题 1 的 内 容 ， 上 面 已 经 全 文 介 绍 ， 倒 是 确 
实 非常 简单 ， 现 在 浏览 一 下 命题 2 ~ 一 28， 看 看 它 
们 的 难 易 程度 。 

命题 2 和 3 都 是 简单 的 基本 作 图 题 ， 命 题 4 
是 关于 由 两 边 夹 一 角 对 应 相等 判断 两 个 三 角形 全 


”等 的 定理 。 命 题 5 主要 讲 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 


相等 。 命题 6 断言， 三 角形 中 ， 等 角 对 等 边 ， 命 
题 7 实际 上 是 命题 8 的 预备 定理 .命题 8 是 由 三 
边 对 应 相等 判定 两 个 三 角形 全 等 的 定理 。 命题 9 
是 基本 作 图 题 ， 作 和 角 的 平分 线 。 命题 10 是 等 分 线 
段 的 基本 作 图 题 。 命 题 11 从 直线 上 一 点 作 它 的 和 
线 . 命题 12 从 直线 外 一 点 作 它 的 秋 线 .命题 13 断 
言 邻 补 角 之 和 为 二 直角 。 命 题 14 断 言 ， 若 两 角 之 
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和 为 二 直角 、 有 一 公共 边 及 公共 顶点 ， 且 另外 的 
边 位 于 公共 边 异 侧 ， 则 它们 互 为 反 铅 延长 线 。 命 
题 15 断 言 对 顶 角 相等 。 命 题 16 断 言 三 角形 的 外 角 
大 于 不 相 邻 的 内 角 。 命 题 17 断 言 ， 三 角形 的 任意 
两 个 内 角 之 和 小 于 二 直角 .命题 18 断 言 ， 三 角形 
中 ， 大 边 对 大 角 。 命 题 19 断 言 ， 三 角形 中 ， 大 角 
对 大 边 。 命 题 20 断 言 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 
边 ， 命 题 21 的 大 意 是 ， 如 果 两 个 三 角形 有 公共 底 
边 ， 并 且 前 一 个 三 角形 的 第 三 个 顶点 在 后 一 个 三 
角形 的 内 部 ， 则 前 者 的 周 长 较 小 ， 顶 角 较 大 。 命 
题 22 研 究 已 知 三 边 长 度 作 三 角形 。 命 题 23 是 作 一 
个 角 等 于 已 知 角 。 命 题 24 断 言 ， 若 两 个 三 角形 有 
两 边 对 应 相等 ， 但 夹 角 不 等 ， 则 夹 角 大 者 对 边 也 
大 。 命 是 25 是 命题 24 的 道 定理 。 命 题 26 是 由 两 角 
带 一 边 对 应 相等 判定 两 个 三 角形 全 等 的 定理 。 命 
题 27 是 出 内 错 角 相等 判定 两 直线 平行 的 定理 。 命 
题 28 是 由 同位 角 相 等 或 同 侧 内 角 互补 判定 二 直线 
平行 的 定理 。 

以 上 28 个 命题 中 ， 包 含 很 多 重要 的 定理 和 基 
本 作 图 题 ， 其 中 不 少 命题 的 证 明 过 程 都 比 命题 29 
芍 证 明 复 杂 。 册 此 可 见 ， 前 面 28 个 命题 不 用 公设 
5 的 原因 ， 并 不 是 这 些 命题 太 简单 ， 而 是 由 于 欧 
几 里 得 尽量 把 不 用 公设 5 的 命题 往 前 排 。 直 到 第 
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29 个 命题 ， 已 经 非 用 第 五 公设 不 可 ， 才 无 可 康 何 
地 让 它 露 面 . 
命题 29 究 况 是 怎样 的 呢 ? 为 什么 它 的 证 明 过 
程 一 定 要 引用 欧 几 里 得 第 五 公设 呢 ?， 
看 来 有 必要 仔细 研究 一 下 《几何 原本 》 中 命 
题 29 及 其 证 明 过 程 的 全 文 ， 现 在 把 它 抄 录 如 下 . 
命题 29 一 直线 截 平行 直线 所 得 的 内 错 角 相 
等 ， 同 位 角 相 等 ， 同 侧 内 角 之 和 等 于 二 直角 ， 
设 直线 五 下 截 平行 直线 4B CD 


图 2 一 3 

我 说 ， 茂 得 的 内 错 角 4GH.GHD 相等 ， 衣 
EGB 等 于 它 的 同位 角 GHD， 同 侧 内 角 BGH、 
GHD 的 和 等 于 二 直角 。 

因为 ， 如 果 角 4GH 不 等 于 角 GEHD， 其 中 必 


有 一 个 较 大 。 
设 角 有 AGHH 较 大 . 
把 两 个 角 都 加 上 角 BGH， 
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et 


那么 角 AGH、 BGH 之 和 大 于 和 角 BGH.、 
GHD 之 和 ， 
但 是 角 AGH 与 BGH 之 和 等 于 二 直角 ， 
《命题 13》 
所 以 角 BGH 忆 GHD 之 和 小 于 二 直角 。 
但 是 同 侧 内 角 之 和 小 于 二 直 抽 的 两 直线 适当 
壬 长 必定 相交 
《公设 5)》 
所 以 如 果 延 当 延 长 AB.CD， 就 会 相交 ; 但 
是 它们 不 相交 ， 因 为 根据 假设 ， 它 们 是 平行 的 ， 
所 以 角 AGH 并 非 不 等 于 角 GHHD， 因 而 与 它 
相等 。 
又 因为 角 有 GH 等 于 角 EGB，( 命 题 15) 
所 以 角 EGB 也 等 于 角 GHD。 (公理 1) 


把 这 两 个 角 都 加 上 角 BGH， 
所 以 角 EGBS BGH 之 和 等 于 角 BGH 与 
他 五 万 之 和 。 《公理 2) 
但 是 角 EGB 与 BGH 之 和 等 于 二 直角 ， 
(命题 13) 
所 以 角 BGHSGHD 之 和 也 等 于 二 直角 ，。 
证 完 


命题 29 是 熟知 的 平行 线性 质 定 理 。 有 了 平行 
线 的 性 质 定理 ， 连 同 命题 27、28 中 的 平行 线 判定 
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定理 一 起 ， 就 能 进一步 证 明 许 许多 多 的 新 定理 ， 
解决 各 种 各 样 的 作 图 题 。 公设 5 在 《几何 原本 》 
中 引用 得 很 少 ， 第 一 次 引用 ， 就 是 证 明 这 样 一 个 
关键 性 的 重要 定理 。 哪怕 仅仅 为 了 这 一 次 应 用 就 
专门 提出 这 条 第 五 公设 ， 也 是 值得 的 。 

根据 数学 史家 的 考证 ，《 儿 何 原 本 》 中 的 大 
部 分 内 容 ， 在 欧 几 里 得 以 前 都 已 经 知道 ， 但 是 这 
一 条 第 五 公设 却 是 网 几 里 得 自己 提出 的 。 

欧 几 里 得 提出 第 五 公设 的 晶 的 ， 是 否 正 是 为 
了 证 明 平 行 线性 质 定理 ? 

要 解 开 这 个 疑 团 ， 需 要 对 命题 29 的 证 明 作 更 
仔细 的 分 析 。 为 此 ， 又 需要 了 解 ，《 几 何 原本 》 
中 的 “平行 线 ” 的 概念 ， 是 否 与 我 们 现在 所 理解 
的 相间 .， 

查 一 查 《 几 何 原 本 》 第 一 卷 中 的 23 个 定义 ， 
发 现 平行 线 的 定义 名 列 最 后 ， 定 义 全文 如 下 ， 

23，. 平行 直线 是 这 样 的 一 些 直线 ， 它 们 在 同 
一 平面 内 ， 并 且 不 管 怎样 往 两 个 方向 延长 ， 概 此 
在 每 个 方向 上 都 不 相交 。 

这 个 定义 ， 从 字面 上 看 起 来 ， 似 乎 与 我 们 现 
在 的 平行 线 定义 差不多 ， 实 际 上 却 有 微妙 的 区 
别 。 因 为 我 们 已 经 知道 ，《 几 何 原 本 》 中 的 所 请 
“ “直线 ”， 都 是 有 限 长 的 ， 相 当 于 我 们 现在 的 线 
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段 。 所 以 ，《 几 何 原本 》 中 的 “平行 直线 ”， 实 
际 上 是 位 于 平行 直线 上 的 线段 , 都 是 有 限 长 的 , 因 
此 《几何 原本 》 中 定义 “平行 直线 ”时 ， 不 能 象 我 
们 现在 这 样 定义 成 “同一 平面 内 没有 公共 点 的 直 
线 ”， 而 必须 通过 延长 后 的 情况 来 定义 。 而 在 说 
.到 延长 时 ， 用 词 又 很 谨慎 不 是 说 “无 限 延 长 ” 
(produced infinitely》， 而 是 说 “不 管 怎样 延 
长 ” (produced indefinitely) 。 既 然 把 “直线 ” 
都 着 成 是 有 限 长 的 ， 所 以 延长 以 后 仍 是 有 限 长 
的 。 同 一 平面 内 的 两 条 “直线 ”， 不 管 往 两 边 延 
长 到 怎样 的 有 限 长 度 ， 在 每 一 边 都 不 相交 ， 自 然 
永远 也 不 会 有 交点 了 。 这 是 典型 的 “从 有 限 看 无 
限 ” 的 思想 方法 。 想 要 说 无 限 长 ， 却 不 肯 把 “无 
限 ” 两 个 字 说 出 来 ， 而 是 说 不管 你 指定 怎样 一 
个 有 限 长 度 d4, 它 都 比 d 长 。 在 《几何 原本 》 中 ， 
总 是 尽量 回避 “无 限 ”。 不 但 线 是 有 限 长 的 ， 面 
也 是 有 限 大 小 的 。 人 们 所 能 确实 了 解 的 ， 毕 竞 是 
有 限 大 小 范围 内 的 事物 ， 说 到 “无 限 ”， 便 包含 
一 种 想象 的 成 份 ， 有 限 情形 容易 控制 ， 元 限 和 情形 
却 难以 驾驭 。 但 是 很 多 问题 又 迫使 人 们 不 得 不 同 
“无 限 ” 打 交道 ， 于 是 就 产生 了 “从 有 了 跟 看 无 
限 ” 的 巧妙 想法 ， 
研究 两 条 平行 直线 的 性 质 ， 不 管用 什么 方法 
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27 
避 人 灸 说 到 “无 限 ” 的 字样 ， 实 质 上 总 是 要 考虑 两 
了 二线 无 限 延 长 而 水 不 相交 这 一 本 质 属性 。 而 对 两 
条 相交 直线 ， 情 况 就 要 好 得 多 ， 因 为 不 管 它们 相 
交 于 多 么 远 的 地 方 ， 毕 竟 交 点 是 在 有 限 大 小 的 范 
围 里 面 。 于 是， 在 “从 有 限 看 无 限 ” 的 原则 下 
面 ， 自 然而 然 地 产生 了 “从 相交 看 平行 ”的 研究 
方法 。 

命题 29 的 证 明 过 程 表 明 ， 欧 几时 得 第 五 公设 
正 是 “从 相交 看 平行 ”的 产物 . 

为 什么 这 样 说 呢 ? 我 们 记得 ， 命 题 29 是 研究 
平行 线 的 性 质 的 。 这 个 命题 可 以 分 成 三 个 较 小 的 
命题 : 

Ca) 若 两 直线 平行 ， 则 内 错 角 相等 ; 

QD) 若 两 直线 平行 ， 则 同位 角 相 等 ， 

《c) 若 两 直线 平行 ， 则 同 侧 内 角 互 补 。 

证 明了 命题 〈a) (5) (0) 中 的 任何 一 个 ， 立 刻 
就 能 推出 另外 两 个 。《 几 何 原本 》 从 命题 (Q) 着 
手 。 已 知 两 直线 平行 ， 从 这 个 条 件 能 推出 些 什么 
来 呢 ? 根据 平行 线 的 定义 ， 这 个 条 件 意味 着 不 管 
怎样 把 这 两 条 直线 向 两 边 延 长 ， 都 不 可 能 相交 。 
“不 管 怎 样 ”? 这 可 不 好 控制 。 这 平行 的 条 件 真 
有 点 麻烦 ， 假 如 不 是 研究 平行 ， 而 是 研究 相交 ， 
也 许 顺 手 一 些 ， 用 反 证 法 ! 只 要 证 明 下 面 的 命 
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题 ; 
《9) ' 若 内 错 角 不 等 ， 则 两 直线 相交 。 
命题 (a)' 只 涉及 相交 直线 ， 似 乎 容易 控制 一 
些 。 当 内 错 角 不 等 的 时 候 ， 两 直线 怎样 相交 呢 ? 
肯定 是 相交 在 同 侧 内 和 角 之 和 小 于 二 直角 的 那 一 
边 。 假 定 内 错 角 不 等 ， 立 刻 就 能 推出 必 有 一 组 辣 
例 欠 角 之 和 小 于 二 直角 。 


: 图 2 一 4 

可 是 ， 当 有 一 组 同 侧 内 有 角 之 和 小 王 二 直角 
时 ， 是 否 两 直线 一 定 相交 昵 ? 看 来 这 是 对 的 ， 踊 
使 原来 画 出 的 直线 长 度 不 够 相交 ， 适当 延长 以 
后 ， 也 一 定 会 在 小 于 二 直角 的 一 侧 相 交 。 不 过 ， 
要 寻找 这 个 事实 的 迎 辑 根据 ， 还 真 不 大 容易 。 今 
天 想 ， 明 天 想 ， 后 天 也 想 ， 实 在 想 不 出 。 算 了 ， 
看 来 这 个 事实 一 定 不 可 能 从 前 面前 命题 、 定 义 、 
公理 和 其 他 公设 推出 来 。 应 该 承认 这 个 事实 ， 把 
它 列 为 一 条 公设 。 前 面 已 经 有 了 四 条 公设 ， 这 一 
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条 应 该 名 列 第 五 。 于 是 就 有 了 第 五 公设 。 

不 知道 两 千 多 年 以 前 的 欧 几 里 得 是 否 这 样 想 
过 ， 不 过 这 样 的 思路 确实 是 十 分 顺畅 自然 的 。 为 
了 把 全 部 几 杀 知识 编织 成 一 根 逻 辑 的 链条 ， 为 了 
回避 无 限 ， 从 有 限 看 无 限 、 从 相交 看 平行 ， 在 证 
明 平 行 线性 质 定理 的 时 候 ， 很 多 人 都 会 不 约 而 辣 
地 想起 攀 几 里 得 第 五 公设 ， 

反 证 法 的 实质 ， 就 是 证 明 待 证 命题 的 逆 否 合 
题 ， 若 原 结论 不 对 ， 则 原 条 件 将 会 不 对 。 《几何 
原本 》 中 证 明 命题 29， 蚌 从 内 错 角 着 手 ， 考 虚 合 
题 (4) 的 逆 否 命题 (a)'。 其 实 ， 如 果 是 先 有 公设 
5 ， 后 证 命题 29， 更 自然 的 想法 是 从 同 侧 内 角 着 
眼 ， 考 虑 命题 (c) 的 道 否 命题 ， 

Co)' 若 同 侧 内 角 之 和 不 等 于 二 直角 ， 则 两 直 
线 相交 . 

从 同 侧 内 角 之 和 不 等 于 二 直角 ， 可 知 必 有 一 
组 同 侧 内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 因 而 由 公设 5 得 出 
两 直线 相交 。 

实际 上 ， 欧 几 里 得 第 五 公设 基本 上 就 是 道 否 
命题 (0)”， 不 过 把 结论 搞 得 更 精确 些 ， 指 出 在 哪 
一 侧 相 交 而 已 。 

越 是 对 殉 几 里 得 第 五 公设 进行 深究 ， 越 发 引 
起 人 们 的 怀疑 ， 到 底 欧 几 里 得 第 五 公设 能 不 能 证 
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明 ? 是 否 应 该 把 它 从 公设 中 清除 出 去 ? 
很 多 人 确信 ， 不 用 花费 很 多 力气 ， 就 能 证 明 
欧 几 里 得 第 五 公设 。 
于 是 开始 了 试 证 第 五 公设 的 漫长 历程 。 


-一 . 
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怪 得 乌 声 如 许 好 ， 
此 身 还 在 乱 山 中 ，。 
( 宋 ) 欧阳 然 : 《绝句 


公设 和 公理 ， 在 意义 上 虽 有 了 微妙 的 差异 ， 但 
是 总 的 看 来 ， 两 者 都 是 不 加 逻辑 论证 即 予 承 认 的 
论断 ， 都 应 该 是 极其 浅显 明白 的 ， 其 正确 性 可 从 
人 类 长 期 实践 的 经 验 得 到 保证 。 所 以 ， 后 来 往往 
对 它们 不 加 区 别 ， 统 称 为 公理 。《 几 何 原本 》 中 
的 五 条 公设 和 五 条 公理 ， 总 起 来 就 是 十 条 公理 。 
试图 证 明 第 五 公设 ， 就 是 想 要 把 它 从 公理 表 中 抹 
掉 ， 从 公理 降 为 一 条 普通 的 定理 。 

公元 五 世纪 时 的 评论 家 普罗 克 和 鲁 (410~ 
485) 曾经 十 分 明确 地 说 过 ，“ 这 个 公理 完全 应 
从 全 部 公理 中 剔除 出 去 ， 因 为 它 是 一 个 包 禽 许多 
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困难 的 定理 ”. 

很 多 人 对 欧 几 里 得 第 五 公设 提出 过 各 种 各 样 
的 “证 明 ”。 非 常 遗憾 ， 在 这 种 场合 总 是 使 用 带 
有 引号 的 “证 明 ”， 因 为 所 有 这 些 “ 证 明 ” 都 是 
经 不 住 推 斋 的 ， 虽 然 论证 的 结果 是 导出 了 欧 儿 里 
得 的 第 五 公设 ， 但 是 在 论证 过 程 中 却 往 往 不 知 不 
觉 地 引进 了 新 的 假设 。 所 以 ， 这 种 “证 明 ” 并 不 
减少 公理 的 总 数 ， 只 不 过 是 用 新 的 公理 来 代替 玖 
儿 里 得 的 第 五 公设 而 已 . 

例如 ， 普 罗 克 和 鲁 就 曾经 提出 一 个 这 样 的 “证 
明 ”， 大 致 如 下 。 

首先 注意 ， 平 行 线 的 判定 定理 在 《几何 原 
本 》 中 列 为 命题 27 和 28， 在 证 明 它 们 时 ， 没 有 引 
用 公设 5。 所 以 ， 在 试 证 公设 5 的 时 候 ，。 可 以 引 
用 平行 线 的 判定 定理 。 


图 3 一 1 
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如 图 3 一 1， 设 两 直线 4B 和 CD 被 直线 EF 
所 截 ， 所 得 同 侧 内 角 BGH 与 DHG 之 和 小 于 二 直 
角 , 想 要 证 明 直 线 4B 和 CD 相交 (交点 与 B.D 位 
于 直线 BF 则 侧 ) . 


为 此 ， 过 GG 点 作 
FGK = .GHC, 
并 使 KK 与 D 位 于 EF 同 侧 ， 那 么 根据 平行 线 的 判定 
定理 ， 将 有 GK JCD。 用 4d 表示 直角 ， 那 么 
HGK+ GHD= 2d, 
HGB+ /GHD<2d, 
HGB<LHGK. 


因此 直线 GK 和 A4B 不 重合 ， 并 且 射 线 GB 位 于 
HGK 的 内 部 ， 在 射线 GB 上 取 点 M， 设 M 到 
直线 GK 的 距离 MN =h， 那么 当 取 沿 射线 趋 近 
G 点 时 ，j 咎 于 0， 而 当 取 沿 GB 方向 无 限 远离 G 
点 时 ,h 将 无 限 增 大 ， 所 以 在 MM 点 移动 的 过 程 中 ， 

必 有 一 个 时 刻 ， 使 得 h 等 于 两 直线 GK.CD 间 的 
距离 ， 因 而 这 时 M 将 落 在 直线 CD 上 .而 移动 
过 程 中 始终 保持 在 射线 GB 上 ， 所 以 动 点 了 这 时 
的 位 置 就 是 射线 GB 与 HD 的 交点 。 这 样 就 证 明 
了 ， 两 直线 AB.CD 必 相交 ， 且 交点 在 同 侧 内 角 
之 和 小 于 二 直角 的 一 侧 ， 证 完 。 
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普罗 克 重 的 这 个 “证 明 ”， 从 推理 过 程 来 
看 ， 倒 是 顺畅 得 很 ， 没 有 什么 自 相 矛盾 的 地 方 。 
但 是 普罗 克 鲁 的 目的 是 要 把 第 五 公设 从 《几何 原 
本 》 的 公理 表 中 噜 除 出 去 ， 因 此 证 明 中 能 够 作为 
依据 的 ， 只 有 《几何 原本 》 中 的 五 条 公理 和 前 面 
四 条 公设 ， 以 及 由 它们 推出 的 命题 1 一 28。 按 照 
这 个 要 求 ， 重 新 检查 普罗 克 鲁 的 “证 明 ”，。 结果 
发 现 ， 所 引用 的 论据 中 ， 有 两 个 超出 允许 范围 ， 
它们 是 : 

《4) 当 动 点 沿 着 角 的 一 边 无 眼 远 离 顶 点 时 ， 
动 点 到 角 的 男 一 边 的 距离 无 限 增 大 ; 

(8B) 两 平行 直线 闻 的 距离 是 有 限 的 . 

通过 更 仔细 的 考虑 ， 可 以 发 现 ， 断 语 (4) 可 
利用 公设 1 一 4 和 和 公理 1 一 5 导出 ， 渐 语 (8B) 则 
不 能 。 所 以 ， 普 罗 克 鲁 的 “证 明 ”， 实 际 上 是 引 
进 一 个 新 的 假设 〈 召 ) 去 代替 原来 的 殉 几 里 得 第 五 
公设 。 这 丝毫 也 不 能 说 明 可 以 把 欧 几 里 得 第 五 公 
设 从 《几何 原本 》 的 公理 玫 中 剔除 掉 、 

但 是 也 不 能 说 这 种 “证 明 ” 劳 而 无 功 ， 还 是 
有 一 些 收获 ， 最 主要 的 是 搞 清 楚 了 ， 命 题 ( 吕 ?是 
与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 的 。 这 里 所 谓 等 价 ， 意 
思 是 说 它们 两 个 可 以 在 《几何 原本 》 的 公理 囊 
中 互相 替换 。 如 果 在 公理 1 一 5 和 公设 了 一 4 的 
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基础 上 ， 加 进 公 设 5 ， 就 能 按 通 常 方法 证 明 命题 
(B)， 而 如 果 在 公理 1 一 5 和 公设 1 一 4 的 基础 
上 ， 加 进 命 题 (B)， 就 能 按照 普罗 克 鲁 的 思路 证 
明 公设 5 . 

就 这 样 ， 普 罗 克 鲁 的 “证 明 ” 虽然 没有 达到 
删除 欧 几 里 得 第 五 公设 的 目的 ， 却 得 到 一 个 副 产 
品 ， 如 果 采 用 “两 平行 直线 间 的 距离 是 有 限 的 ” 
作为 公理 ， 就 可 代替 欧 几 里 得 第 五 公设 。 

还 可 以 举 出 很 多 类 似 的 “证 明 ”， 都 犯 了 同 
样 的 毛病 ， 在 论据 中 引入 了 新 的 假定 。 自 然 ， 也 
常常 得 到 同样 性 质 的 副产品 ， 证 明了 可 以 采用 某 
个 新 的 公理 表 代 替 殉 几 里 得 第 五 公设 。 

在 各 种 与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 的 公理 中 ， 
流传 最 广 的 一 个 ， 是 现在 各 国 中 学 课本 里 常用 的 
平行 公理 : 

在 平面 上 ， 过 直线 外 一 点 只 能 作 一 条 直线 与 
它 平 行 。 

这 条 公理 是 普 雷 菲 尔 《〈《1748 一 1819) 在 1795 
年 提出 的 ， 通 常 叫做 普 雷 非 尔 公 理 。 不 过 ， 在 普 ， 
雷 菲 尔 之 前 ， 就 有 人 提出 了 这 个 公理 的 等 价 形 
式 。1769 年 ， 芬 恩 提 出 了 下 面 的 公理 ; 

两 条 相交 直线 不 能 同时 平行 于 第 三 条 直线 . 

但 是 芬 恩 也 不 是 最 早 提出 这 条 公理 的 人 ， 普 
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罗 克 和 鲁 早 就 把 它 写 进 了 对 《几何 原本 》 第 一 卷 命 


题 31 的 注释 里 面 ， 并 且 正 是 采用 的 与 芬 轩 相同 的 
叙述 方式 。 

法 国 数学 家 勒 让 德 (1752 一 1833) 翻译 的 欧 
几 里 得 《几何 原本 》， 先 后 发 行 12 版 ， 每 一 版 都 
有 附录 ， 认 为 已 经 给 出 了 第 五 公设 的 证 明 ， 但 是 
每 次 都 有 缺点 ， 总 是 暗中 假定 了 一 些 不 该 假定 的 
东西 。 勤 让 德 发 现 了 一 个 很 重要 的 事实 ， 利用 除 
第 五 公设 而 外 的 其 余 九 条 欧 几 里 得 的 公理 《包括 
公设 ) ， 可 以 证 明 ， 若 一 个 三 角形 的 内 角 和 为 二 
直角 ， 则 每 个 三 角形 的 内 角 和 都 等 于 二 直角 ; 车 
一 个 三 角形 的 内 角 和 小 于 二 直角 ， 则 每 个 三 角形 
的 内 角 和 都 小 于 二 直角 。 此 外 ， 利 用 这 九条 公理 
可 以 推出 ， 每 个 三 角形 的 内 角 和 不 能 大 于 二 直 
角 。 

这 样 一 来 ， 只 要 假定 三 角形 的 内 角 和 为 二 直 
角 ， 就 能 推出 欧 几 里 得 第 五 公设 。 

但 是 ， 勒 让 德 没 有 能 够 从 公设 1 ~ 4 和 公理 
1 一 5 推出 三 角形 内 角 之 和 不 小 于 两 直角 ， 因 而 
不 能 推出 欧 几 里 得 第 五 公设 。 

英国 数学 家 瓦 起 斯 〈1616~1703) 在 “证 
明 ” 欧 几 里 得 第 五 公设 时 ， 引 进 了 这 样 一 个 假 
设 : “对 于 任意 一 个 三 角形 ， 存 在 一 个 与 它 相 似 
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的 三 角形 ， 且 相似 比 等 于 任意 给 定 的 值 。” 意 大 
利 数学 家 萨 开 里 〈1667~1733) 指出， 不 必 假 定 
这 人 么 多 ， 只 要 假定 “存在 两 个 不 全 等 但 各 角 对 应 
相等 的 三 角形 ”就 够 了 。 但 是 不 管 假 定 得 怎么 
少 ， 总 是 引进 了 一 个 与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 的 
假定 . 

法 国 数 学 家 克 来 洛 (1713 一 1765) 引进 的 假 
定 是 “车 四 边 形 有 三 个 角 是 直角 ， 则 第 四 个 角 


. 也 是 直角 . “ 


类 似 的 工作 还 可 以 举 出 很 多 。 

从 欧 几 里 得 时 代 开 始 ， 就 有 人 试图 证 明 他 的 
第 五 公设 。 满 以 为 这 件 事 非 常 简单 ， 不 过 是 举 手 
之 劳 ， 却 谁 料 历时 两 千年 仍 未 解决 。 在 这 两 千年 
间 ， 整 个 数学 的 面貌 已 经 焕然 一 新 ， 继 解析 几何 
和 微 积 分 逃生 以 后 ， 新 的 数学 分 支 纷纷 脱 颖 而 
出 。 很 多 数学 家 创立 了 复杂 艰深 的 数学 理论 ， 无 
数 困难 问题 得 到 解决 。 但 是 人 们 在 这 个 看 上 去 极 
其 简单 的 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 面前 ， 却 仍然 一 
筹 莫 展 ， 大 数学 家 们 也 不 能 例外 。 这 件 事 说 起 来 
真 叫 人 属 愧 ， 法 国 数 学 家 达 朗 贝尔 (1717~1783) 
在 1759 年 说 ， 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 是 “几何 不 
理 中 的 家 丑 ” 

当然 不 能 功 亏 一 簧 ， 总 结 前 人 经 验 ， 改 进 研 
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. 究 思 路 ， 深 入 销 研 下 去 ， 光 明 就 在 前 头 、 
转机 终于 到 来 。 非 欧 几 何 的 发 现 ， 使 研究 欧 
几 里 得 第 五 公设 的 人 们 惊 话 不 已 . 
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千 淘 万 渡 虽 辛苦， 
吹 尽 和 狂 沙 始 到 金 。 
〈 唐 ) 刘 融 锡 ，《 浪 淘 沙 》 


在 我 们 做 一 道 数学 题 的 时 候 ， 如 果 直 接 证 明 
屡 攻 不 克 ， 就 会 想到 试 一 试 反 证 法 的 效果 如 何 。 

在 我 们 试图 证 明 某 个 狂想 的 时 候 ， 如 果 使 尽 
各 种 招数 仍 无 进展 ， 就 会 想到 查 一 查 这 个 猜想 本 
身 有 没有 毛病 。 

历史 上 ， 试 证 第 五 公设 的 人 们 也 曾 有 过 这 两 
种 体验 .并 且 正 是 这 些 朴素 的 想法 把 欧 儿 里 得 第 
五 公设 的 研究 终于 引 上 了 正确 的 轨道 。 

意大利 的 教授 和 教士 萨 开 里 很 有 耐心 地 用 反 
证 法 试 证 第 五 公设 . 现在 问题 的 条 件 是 《几何 原 
本 》 中 的 公设 1 一 4 和 公理 1 ~5 ， 想 要 证 明 公 
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设 5 .为 此 ， 可 假定 公设 5 或 其 等 价 命题 不 对 ， 
希望 能 由 此 推出 矛盾 来 . 

做 这 件 事 确实 需要 有 极 大 的 耐心 。 因 为 ， 沿 
着 这 条 思路 推 证 下 去 ， 可 以 一 个 接着 一 个 地 导出 
无 数 新 奇 古怪 的 结论 ， 却 找 不 到 自 相 矛盾 的 地 
方 。 

萨 开 里 考虑 这 样 的 四 边 形 ABCD， 它 的 二 A 
和 一 B 是 直角 ， 并 且 4D -= BC。 容易 证 明 ， 这 时 
必 有 一 C = 一 D。 关 于 一 C 和 一刀 的 大 小 ， 从 逻辑 
上 看 ， 共 有 三 种 假设 可 供 选择 : 


Dp S 


图 4 一 1 萨 开 里 四 边 形 


1， 一 C 和 一 忆 是 直角 (直角 假设 ) ， 

2 一 C 和 -一 是 钝 角 〈 钝 角 假 设 》， 

3， 一 C 和 一 站 是 锐角 〈 锐 角 假 设 ) 。 

其 中 的 直角 假设 与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 。 
萨 开 里 假定 直角 假设 不 成 立 ， 希 望 能 由 此 推出 巴 


85 
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院 开 里 很 快 否定 了 钝 角 假 设 。 但 是 转向 锐角 
假设 时 ， 却 十 分 棘手 ， 推 出 了 一 些 难以 置信 的 结 
论 ， 却 找 不 到 自 相 矛盾 的 地 方 。 例如， 他 证 明 
了 ， 如 果 锐 角 假 设 成 立 ， 那 么 对 于 平面 上 的 一 条 


图 4 一 2 


直线 a 和 直线 外 一 点 S， 这 平面 内 过 3S 的 一 切 直 
线 分 成 两 类 ， 一 类 与 直线 a 有 公共 点 ， 男 一 类 与 
直线 4 没有 公共 点 。 后 一 类 中 包含 着 这 两 类 的 分 
界 直 线 SM 和 SP, 这 两 条 分 界 直线 都 是 直线 a 的 浙 
近 线 。 这 个 结论 从 逻辑 上 挑 不 出 毛病 ， 却 与 人 们 
的 经 验 格格 不 入 。 萨 开 里 还 得 到 ， 如 果 锐 角 假 设 
成 立 ， 那 么 三 角形 的 面积 将 与 其 内 角 和 不 是 二 直 
角 的 部 分 成 正比 。 后 面 这 个 结果 更 加 难以 想象 ， 
萨 开 里 还 导出 了 许多 类 似 的 结果 ， 他 觉得 虽然 没 
有 导出 逻辑 矛 捕 ， 但 是 得 到 的 这 些 结 论 与 人 们 的 
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经 验 不 相 容 ， 因 而 断言 锐角 假设 一 定 不 能 成 立 。 
这 样 一 来 ， 他 就 可 以 断言 欧 几 里 得 第 五 公设 威 立 
了 .于 是 他 在 1733 年 出 版 了 他 的 书 《 欧 几 里 得 无 摧 
可 击 》 

很 明显 ， 萨 开 里 这 本 书本 身 就 是 有 懈 可 击 
的 ， 他 已 经 在 锐角 假设 之 下 得 到 一 系列 有 价值 的 
定理 ， 这 些 定 理 属 于 一 种 新 的 几何 学 ， 跟 熟知 的 
” 殉 几 里 得 那 一 套 几 何 学 完全 不 同 ， 这 至 少 可 以 表 
明 ， 在 《几何 原本 》 的 公设 TI 一 4 和 公理 1 一 5 
的 基础 .上 ， 可 以 添 进 与 欧 几 里 得 第 五 公设 等 价 的 
直角 假设 ， 也 可 以 添 进 与 欧 几 里 得 第 五 公设 相 矛 
盾 的 锐角 假设 。 添 进 直 角 假 设 以 后 ， 就 可 以 展开 
欧 几 里 得 的 那 一 套 几 何 学 ， 而 如 果 添 进 锐 角 假 
设 ， 就 能 展现 另 一 套 新 的 几何 学 ， 这 才 是 萨 开 里 
应 该 作出 的 结论 。 但 是 他 却说 他 证 明了 欧 几 里 得 
第 五 公设 . 

在 谈 到 萨 开 里 的 工作 时 ， 儿 乎 所 有 的 人 都 为 
他 忱 惜 ， 他 已 经 冶 进 了 新 几何 学 的 大 门 ， 但 他 孝 
对 新 几何 学 视而不见 ， 他 本 应 成 为 新 几何 学 的 发 
现 者 ， 但 是 现在 只 能 称 他 为 新 几何 学 的 先行 者 . 

也 有 少数 数学 史家 持 另 一 种 看 法 ， 认 为 萨 开 
里 是 几何 学 界 的 哥 白 尼 ， 他 已 发 现 了 一 种 与 哆 儿 
里 得 体系 不 辐 的 新 的 几何 体系 ， 却 假装 不 相信 ， 
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为 的 是 让 他 的 书 能 够 出 版 ， 并 且 不 致 遭受 压制 和 
繁 罚 。 

撤 开 对 萨 开 里 个 人 的 评价 ， 从 数学 思想 上 来 
看 ,当时 确实 还 没有 接触 到 问题 的 核心 ,人 们 可 以 
理直气壮 地 责问， 难道 一 套 尚 未 推出 逻辑 矛盾 的 
几何 命题 系统 就 能 算 做 一 种 几何 学 吗 ? 雇 论 也 可 
在 一 定 范围 内 自圆其说 ， 真 理 要 人 靠 实 践 检 验 。 从 
人 类 长 期 实践 经 验 来 看 ， 我 们 世界 的 真实 的 几何 
学 ， 除 去 欧 儿 里 得 的 几何 学 而 外 ， 还 能 有 别 的 什 
么 匈 何 学 呢 ? 

几何 学 与 人 类 实践 经 验 的 关系 ， 就 是 整个 问 
题 的 核心 ， 在 通常 人 们 实践 活动 所 及 的 范围 内 ， 
欧 几 里 得 的 几何 学 与 人 们 的 经 验 相符 ， 而 与 它 对 
立 的 新 几何 学 却 还 拿 不 出 符合 经 验 的 证 据 ， 

深 开 里 是 新 几何 学 的 第 一 位 先行 者 。 随 后 的 
几 位 先行 者 是 ， 兰 贝 特 〈1728~1777) ， 须 外 卡 
尔 特 (1780 一 1859) 和 他 的 外 和 暑 托 里 努 斯 〈1794 
~ 一 1874) 。 兰 贝 特 考虑 有 三 个 角 是 直角 的 四 边 
形 ， 对 于 第 四 个 角 ， 从 J 逻辑 上 可 作出 直角 、 印 
角 、 锐 角 三 种 假定 。 兰 贝 特 注意 到 ， 直 角 假 定 等 
价 于 欧 几 里 得 第 五 公设 ， 钝 角 假 定 昌 然 与 《几何 
原本 》 的 公设 1 一 4 和 和 公理 1 一 5 相 矛 盾 ， 但 是 
导出 的 一 些 结论 却 与 球面 几何 学 的 定理 一 致 ， 对 
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于 从 锐角 假定 时 出 的 结论 ， 他 猜想 可 应 用 于 起 半 
径 球面 上 的 图 形 ， 兰 中 特 认 为 ， 只 要 一 种 假定 不 
导致 予 盾 ， 就 一 定 提供 一 种 可 能 的 几何 ， 能 够 适 
用 于 真实 图 形 的 是 一 种 特殊 的 几何 ， 这 并 不 妨碍 
去 发 展 罗 辑 上 可 能 的 各 种 几何 。 须 外 卡尔 特 把 新 
几何 称 为 星空 几何 ， 他 觉得 这 种 几何 可 能 在 是 空 
里 成 立 , 托 里 努 斯 证 明了 , 虚 半 径 球 面 上 成 立 的 公 
式 与 星空 几何 中 的 相同 。 

一 般 认 为 ， 这 种 
与 欧 儿 里 得 几何 学 相 
对 立 的 新 几何 学 ， 是 
由 三 个 人 互相 独立 地 
建立 的 。 这 三 个 人 
是 : 德国 的 高 斯 
《1777 一 1855) 、 俄 
国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 
i 2 (1792 一 1856) 和 多 

1 牙 利 的 亚 诺 什 : 鲍 耶 
图 4 一 3 高 斯 (1802~1860)》 。 

高 斯 最 时 研究 这 种 新 的 几何 ， 并 且 深 信 它 在 
部 辑 上 相 容 ， 现 在 流行 的 术语 “ 非 欧 几 里 得 几何 
学 ”， 就 是 起 源 于 高 斯 ， 他 确认 欧 几 里 得 第 五 公 
设 不 能 从 《几何 原本 》 的 其 余 公设 、 公 理 导 出 ， 并 


We 
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且 认 为 不 能 证 明 现实 世界 的 几何 一 定 是 欧 几 里 得 
的 几何 .他 在 1817 年 写 给 奥 尔 伯 斯 的 信和 中 说: 
“我 愈 来 愈 深信 我 们 不 能 证 明 我们 的 5 歌 岂 里 
得 ] 几何 具有 【物理 的 】 必然 和 性， 至少 不 能 用 人 
类 理智 ， 也 不 能 给 予 人 类 理智 以 这 种 证 明 。 或 许 
在 另 一 个 世界 中 我 们 可 能 得 以 泗 察 空间 的 性 质 ， 
而 现在 这 是 不 能 达到 的 。 直到 那 时 我 们 决 不 能 把 
几何 与 算术 相提并论 ， 因 为 算术 是 纯粹 先 验 的 ， 
得 可 以 把 几何 与 力学 相提并论 。” 

高 斯 的 这 段 话 ， 看 上 去 有 些 玄 乎 ， 却 包含 着 
了 解 整个 问题 的 钥匙 ， 尤 其 最 后 一 句 “ 可 以 把 几 
何 与 力学 相提并论 ”， 更 是 点 睛 之 笔 . 

力学 基本 定律 是 从 人 类 实践 经 验 中 概括 总 结 
出 来 的 . 由 于 实际 现象 往往 受 多 方面 因素 影响 ,在 
概括 总 结 规律 时 , 常 需 置 某 些 因素 于 不 顾 , 进 行 适 
当 的 简化 和 理想 化 ， 得 到 某 种 物理 模型 。 当 一 个 
实际 问题 可 简化 成 这 个 物理 模型 时 ， 就 能 应 用 有 
关 的 力学 定律 。 

几何 公理 也 是 从 人 类 社会 实践 经 验 中 概括 总 
绪 出 来 的 。 在 概括 总 结 公 理 时 ， 常 需 进行 适当 的 
简化 和 理想 化 ， 得 到 某 种 几何 模型 。 当 一 个 实际 


问题 可 简化 成 这 祥 的 几何 模型 时 ， 就 能 应 用 有 关 


的 几何 定理 ， 
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在 简化 和 理想 化 时 ， 必 然 忽略 某 些 次 要 因 
素 。 因 而 ， 根 据 经 验 概括 总 结 出 来 的 力学 定律 或 
几何 公理 通常 只 是 实际 情形 在 某 种 程度 上 的 近 
似 。 又 因为 实践 经 验 受 时 间 。 场 所 、 观 测 条 件 、 
误差 等 多 方面 因素 影响 ， 记 以 ， 由 它们 概括 总 结 
出 来 的 普遍 定律 或 公理 ， 在 实践 易于 检验 的 场合 
可 以 确信 非常 接近 于 真理 ， 而 在 实践 不 易 检 验 的 
场合 ， 把 握 就 比较 小 . | 

欧 几 里 得 第 五 公设 是 为 了 研究 平行 线 的 理论 
而 引进 的 ， 它 涉及 两 直线 同时 无 限 伸展 的 情况 。 
这 种 情况 ， 人 们 不 可 能 实际 看 到 ， 而 只 能 借助 扒 
测 和 想象 。 如 果 两 直线 被 第 三 直线 截 得 的 一 组 同 
侧 内 角 之 和 比 二 直角 小 得 多 ， 我 们 可 以 亲眼 看 见 
这 两 条 直线 确实 在 不 太 远 的 地 方 相 交 。 如 果 这 一 
组 同 侧 内 角 的 和 比较 靠近 二 直角 ， 那 么 根据 两 直 
线 沿 一 侧 明显 地 逐渐 靠拢 的 趋势 ， 可 以 推测 ， 将 
两 直线 适当 延长 ， 必 能 在 这 一 全 相交 ， 不 过 也 许 
交点 要 落 到 用 来 画图 的 这 张 纸 的 外 面 。 不 妨 设想 
这 张 纸 有 一 种 神奇 的 特性 ， 能 够 伸展 到 很 远 很 远 
的 地 方 ， 要 多 远 有 多 远 , 只 要 两 直线 相交 ,交点 就 
一 定 落 在 这 张 纸 的 范围 内 .于 是 , 当 同 侧 内 角 之 和 
逐渐 增 大 而 无 限 趋 近 于 二 直角 时 ， 两 直线 的 交点 
就 将 沿 着 这 神奇 的 纸 面 , 远 离 我 们 ,飞驰 而 去 。 在 
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某 一 瞬间 ,交点 到 我 们 的 距离 有 月 亮 那 么 远 ; 在 另 
一 瞬间 ， 距 离 增 大 到 象 太阳 那样 远 ) 再 往 后 去 , 交 
点 就 将 直 插 遥 远 的 星空 了 。 我们 可 以 想象 ， 只 要 
同 侧 内 角 之 和 还 没有 达到 二 直角 ， 交 点 总 不 会 消 
逝 .把 这 种 想象 用 数学 语言 天 达 出 来 ,就 得 到 欧 岂 
里 得 第 五 公设 。 从 吹 几 里 得 第 五 公设 和 其 他 一 些 
公理 、 概 念 出 发 ,可 以 演 成 一 个 关于 概念 和 定理 的 
无 了 矛盾 的 逻辑 系统 ,这 就 是 欧 几 里 得 儿 何 学 , 它 所 
供 了 一 个 简单 的 几何 模型 ， 在 通常 人 们 实践 活动 
所 及 的 范围 内 ,能 与 经 验 以 很 高 的 精确 度 相符 合 . 

另 一 方面 ， 在 几何 课本 中 谈 到 平行 射影 时 ， 
能 够 举 出 的 最 典型 的 实例 ， 是 物体 在 阳光 下 的 影 
子 ， 在 这 种 场合 ， 从 太阳 照射 到 地 球 上 的 光线 ， 
被 看 成 典型 的 平行 光线 ， 关 于 平行 光束 通过 凸 透 
镜 后 束 焦 的 物理 实验 ， 也 是 选取 阳光 作为 平行 光 
束 的 来 源 。 在 用 望远镜 指向 夜空 观测 天 象 时 ， 人 
们 毫 不 怀疑 ， 进 入 镜 简 的 月 光 或 星光 都 是 标准 的 
平行 光线 。 从 上 面 这 些 实践 经 验 出 发 ， 可 以 认为 
平面 内 两 直线 被 第 三 直线 截 得 的 同 侧 内 角 之 和 充 
分 接近 二 直角 时 ， 这 两 条 直线 就 不 再 相交 。 把 这 
个 认识 作为 一 个 基本 假设 规定 下 来 ， 就 得 到 一 条 
与 政 几 里 得 第 五 公设 相对 立 的 公理 。 从 这 条 新 的 
公理 和 其 他 一 些 公理 、 概 念 出 发 ， 如 果 能 演绎 成 
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一 个 无 矛盾 的 逻辑 系统 ， 就 得 到 一 个 新 的 几何 模 
型 。 这 个 新 几何 模型 在 理论 上 与 殉 几 里 得 几何 模 
型 必然 有 显著 区 别 ， 但 在 通常 人 们 实践 活动 所 及 
范围 内 ， 同 样 也 能 以 很 高 的 精度 与 经 验 粗 符 。 这 
样 一 个 新 的 几何 模型 ,就 提供 了 一 种 新 的 几何 学 . 

如 果 单 纯 从 理论 上 考虑 ， 只 能 判断 哪 种 模型 
更 简单 些 ， 不 能 确定 谁 真 谁 假 。 没 有 理由 说 我 们 
世界 的 几何 学 一 定 是 欧 几 里 得 几何 学 。 只 有 通过 
实践 的 检验 .才能 知道 ， 在 一 定 范围 内 ， 采 用 哪 
种 几何 模型 更 好 。 

高 斯 除去 对 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 有 深刻 的 
见解 而 外 ， 还 对 非 殉 几 里 得 几何 进行 了 具体 的 研 
究 ， 并 且 实 际 测量 以 三 个 出 峰 为 顶点 的 三 角形 的 
内 角 和 ， 试 图 检验 哪 种 几何 学 更 符合 实际 。 但 是 
高 斯 生前 从 不 公开 发 表 自 己 有 关 第 五 公设 和 非 欧 
儿 何 的 工作 。 虽 然 他 是 一 位 极 有 影响 的 大 数学 
家 ， 但 是 他 担心 别人 不 理解 这 方面 的 工作 ， 贸 然 
发 表 ， 会 引 来 很 多 麻烦 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 (1793 一 1856》 是 俄国 喀 山大 
学 数理 系 的 教授 。 他 第 一 个 公开 发 表 与 欧 几 里 得 
第 五 公设 相对 立 的 新 几何 ， 并 且 为 了 使 这 种 新 几 
何 能 被 人 们 接受 而 奋斗 终生 。 所 以 ， 这 种 几何 党 
被 人 们 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 (更 恰当 的 名 称 是 
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双 曲 几何 ) 。 他 是 
1826 年 在 喀 山 大 学 数 
理 系 的 一 次 会 议 上 宣 
读 的 论文 中 提出 新 几 
何 学 概要 的 。 在 这 次 
宣读 的 论文 《 论 上 几何 
原理 》 中 ， 他 只 扼要 
pe 叙述 结果 ， 略 去 了 证 

| | 明 。 
图 4 一 4 罗 巴 切 夫 斯 基 在 引言 和 概念 部 
分 后 面 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 插 进 了 一 段 经 过 精心 挑选 
的 对 比 材料 .他 把 普通 的 三 角形 叫做 直 边 三 角形 ， 
以 区 别 于 球面 上 由 三 条 大 圆 弧 组 成 的 球面 三 角 
形 。 他 挑选 出 直线 三 角形 和 球面 三 角形 的 某 些 性 
质 ， 逐 条 对 比 叙 述 ， 让 听众 明显 地 感到 ， 两 者 在 
一 部 分 性 质 上 完全 类 似 ， 在 男 一 部 分 性 质 上 却 截 
然 相 反 。 然 后 才 开 始 介绍 新 几何 学 ， 他 称 之 为 
“想象 的 几何 学 ”。 在 介绍 新 几何 学 内 容 时 ， 他 
也 注意 与 球面 几何 学 对 比 。 所 谓 “ 想 象 的 几何 
学 ”中 的 直 边 三 角形 ， 与 欧 风 里 得 几何 学 中 的 直 
边 三 角形 在 性 质 上 差别 很 大 ， 而 与 欧 几 里 得 几何 
学 中 的 球面 三 角形 倒 比 较 接近 ， 很 多 性 质 可 以 一 
一 对 应 。 罗 巴 切 夫 斯 基 特 别 把 新 儿 何 学 中 的 直 边 
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三 角形 的 边 角 关系 与 欧 儿 里 得 几何 中 的 球面 三 角 
形 的 边 角 关 系 进行 了 对 比 .他 指出 ,可 以 从 新 几何 
学 的 直 边 三 角形 边 角 关 系 出 发 ， 解 析 地 推导 出 新 
几何 学 中 的 各 种 几何 结论 .因此 ,新 几何 学 如 果 包 
含 任何 逻辑 了 矛盾， 必然 会 在 它 的 直 边 三 角形 边 角 
关系 中 有 所 反映 。 而 在 新 几何 学 的 直 边 三 角形 边 
角 关 系 中 ， 如 果 把 三 边 4.b、c、 换 成 aV 一 1 、 
b~/ 一 1 .CV -1 ， 这些 关系 式 就 变 成 欧 几 里 得 
几何 中 熟知 的 球面 三 角形 边 角 关系 。 由 此 ， 罗 巴 
切 夫 斯 基 得 出 结论 ， “通常 的 几何 学 、 三 角 学 和 
这 个 新 几何 学 总 是 彼此 吻合 的 .” 可 以 这 样 理解 
他 的 结论 ， 既 然 可 借助 虚数 把 两 种 几何 互相 沟 
通 ， 那 么 如 果 新 几何 包含 逻辑 矛盾 ， 通 常 的 欧 几 
里 得 几何 学 就 也 要 包含 相应 的 逻辑 币 盾 ! 大 家 
都 相信 通常 的 几何 不 含 矛盾 ， 所 以 对 新 几何 学 
在 逻辑 结构 上 的 相 容 性 也 应 寄予 同样 程度 的 信 
任 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 这 种 “转移 矛盾 ”的 想法 ， 对 
于 证 明 无 矛盾 性 问题 ， 是 非常 有 效 的 。 但 是 罗 巴 
切 夫 斯 基 选 取 三 角形 边 角 关 系 作为 转移 矛盾 的 通 
道 ， 却 妨碍 了 任务 的 彻底 完成 。 他 实际 上 只 证 明 
了 在 新 几何 学 中 ， 由 三 角形 的 边 角 关 系 及 其 推 
论 所 组 成 的 部 分 不 仿 逻 辑 矛 掉 。 整 个 新 几何 学 是 
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和 否 包 含 逻 辑 矛盾 ， 仍 未 证 明 。 

而 且 ， 即 使 新 几何 学 确实 不 含 远 辑 矛 盾 ， 世 
还 存在 另 一 个 更 严重 的 问题 ， 新 几何 学 究竟 能 不 
能 反映 现实 世界 的 客观 规律 呢 ? 

罗 巴 切 夫 斯 基 试 图 通过 计算 天 狼 星 的 视差 来 
证 明 新 几何 学 在 研究 星空 时 优 于 通常 的 几何 学 ， 
但 是 计算 结果 并 未 提供 有 力 的 证 据 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 还 通过 考虑 新 几何 学 中 一 些 涉 

” 及 积分 的 几何 量 , 求 出 基 些 积分 的 值 .他 的 提交 审 

查 的 论文 被 送 到 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 院 士 〈1801 
~ 一 1862) 手 里 ， 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 没 有 注意 论 
文中 的 几何 问题 ， 却 对 罗 巴 切 夫 斯 基 用 几何 想法 
求 出 的 两 个 定 积分 发 生 了 兴趣 。 结果 发 现 ， 这 两 
个 用 新 方法 求 出 的 定 积分 ， 一 个 是 已 知 的 ， 并 且 
很 容易 利用 积分 法 求 得 ， 另 一 个 则 算得 不 对 。 罗 
巴 切 天 斯 基 原 想 通 过 寻找 新 几何 学 在 其 他 数学 分 
支 中 的 应 用 ， 来 争取 人 们 对 新 几何 学 的 支持 ， 不 
料 却 因此 而 受到 意外 的 打击 . 

但 是 罗 巴 切 夫 斯 基 训 不 气 乌 .他 仍然 坚持 研 
究 新 几何 学 ， 发 表 了 《 带 有 完整 的 平行 理论 的 新 
几何 原本 》、《 想 象 的 几何 学 》、《 泛 几何 学 》 
等 论著 ， 为 争取 新 几何 学 能 被 人 们 理解 和 承认 而 
奋斗 不 息 。 
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非 欧 几何 的 第 三 
位 发 现 者 亚 诺 什 ， 鲍 
耶 (1802 一 1860》 只 
在 1832 年 发 表 了 一 篇 
关于 非 欧 九 何 的 论 
文 ， 作 为 他 父亲 的 一 
本 书 的 附录 而 刊行 ， 
这 篇 论文 相当 系统 地 

图 4 一 5 亚 诺 什 。 鲍 子 ”论述 了 新 几何 学 的 基 
本 问题 ， 与 罗 巴 切 夫 斯 基 的 研究 途径 有 些 类 似 的 
地 方 。 虽 然 罗 双 切 夫 斯 基 比 他 早 发 表 非 欧 见 何 ， 
但 是 当 他 看 到 后 来 罗 巴 切 夫 斯 基 继 续 发 表 的 论文 
时 ， 久 经 怀疑 罗 巴 切 夫 斯 基 是 抄 效 他 的 工作 。 亚 
诺 什 : 鲍 耶 的 父亲 伏 尔 夫 刚 . 法 卡 斯 . 鲍 耶 是 高 
斯 的 朋友 ， 伏 尔 夫 刚 把 亚 诺 什 的 工作 寄 给 高 斯 ， 
请 高 斯 提 意 见 ， 高 斯 答复 说 ， 不 能 赞扬 伏 和 尔 夫 刚 
的 儿子 ， 否 则 就 是 赞扬 高 斯 自己 ， 因 为 高 斯 早 就 
做 了 这 方面 的 工作 . 

在 回顾 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 的 研究 史 时 ， 
总 是 要 提 到 ， 三 个 人 ， 在 三 个 不 同 的 国家 里 ， 在 
差不多 的 时 间 里 各 和 独立 好 发现 了 非 欧 几何 ， 这 
是 一 个 很 奇怪 又 很 自然 的 巧合 . 

有 人 分 析 ， 亚 诺 什 . 鲍 耶 的 父亲 是 高 斯 的 朋 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
ttp: \\maths352. bokee. com 


57 


友 ， 亚 诺 什 可 能 通过 他 的 父亲 ， 闻 接地 受到 高 斯 
的 影响 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 的 一 位 若 师 巴特 斯 曾经 是 
高 斯 的 同事 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 也 可 能 通过 巴特 斯 ， 
间接 地 受到 高 斯 的 影响 。 

更 多 的 人 赞赏 伏 尔 夫 刚 . 鲍 耶 的 一 段 名 言 。 
伏 尔 夫 刚 在 给 亚 诺 什 - 鲍 耶 的 一 封 信 中 写 道 ,“ 许 
多 思想 好 象 有 自己 的 时 代 似 的 。 在 它 的 时 间 里 ， 
它们 同时 在 不 同 的 地 区 被 发 现 着 ， 就 象 春 天 的 紫 
罗兰 在 阳光 照耀 的 地 方 到 处 生长 一 样 。” 

从 欧 几 里 得 开始 ， 直 到 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 
和 亚 诺 什 . 鲍 耶 ， 和 研究 第 五 公设 问题 所 用 的 方 
法 ， 基 本 上 都 还 是 《几何 原本 》 中 的 那 一 套 初等 、 
方法 。 人 们 普遍 认为 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 是 一 
个 非常 初等 的 问题 ， 只 涉及 中 学 的 平面 几何 和 立 
体 几 何 ， 因 而 也 局 限 在 初等 的 框架 中 考虑 它 。 缺 
乏 更 加 有 效 的 研究 工具 和 更 加 深刻 的 数学 思想 ， 
因而 进展 极其 缓慢 。 现 在 终于 迈 出 了 关键 性 的 一 
步 ， 非 欧 几 何 的 发 现 者 们 已 经 冲破 传统 观念 的 东 
缚 ， 清 楚 地 认识 到 ， 几 何 学 并 非 只 有 欧 几 里 得 的 
一 种 体系 ， 还 存在 与 欧 几 里 得 不 同 的 其 他 体系 ， 
并 且 展 示 出 一 种 非 殉 几 何 的 基本 内 容 . 但 是 ,由 于 
仍 局 限 在 初等 框架 内 考虑 ， 所 以 对 新 几何 学 未 能 
充分 理解 其 实质 ， 以 致 高 斯 在 生前 不 敢 发 表 这 方 
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面 的 工作 ， 另 两 位 虽然 发 表 了 ， 但 在 有 生 之 年 ， 
都 没有 能 使 新 几何 学 被 人 们 理解 和 承认 。 

1855 年 高 斯 遂 世 后 ， 由 于 整理 他 址 留 下 来 的 
手稿 和 信件 ， 数 学 界 才 普遍 知道 ， 这 位 “数学 家 
之 王 ” 早 已 对 非 欧 几 何 进行 了 长 期 的 研究 。 于 是 
人 们 立刻 意识 到 ， 对 这 个 问题 不 可 等 闲 视 之 。 数 
学 家 们 把 当时 拥有 的 各 种 先进 的 数学 思想 和 数学 
知识 都 用 来 研究 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 ， 使 局 面 
迅速 改观 。 

1868 年 ， 意 大 利 数 学 家 贝尔 脱 拉 米 利用 当时 
微分 几何 的 最 新 研究 成 果 ， 证 明了 伪 球 面 上 的 几 
何 学 是 双 曲 几何 学 。 伪 球面 是 一 种 形 如 喇叭 的 特 
殊 曲 面 ， 具 体 而 又 实在 。 由 此 可 见 ， 这 种 由 高 
斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 亚 诺 什 . 鲍 耶 发 现 的 新 几何 
学 ， 确 实 反映 现实 世界 的 某 些 客观 规律 。 几 何 学 
研究 终于 冲 出 欧 儿 里 得 体系 的 篇 饮 ， 走 向 辽阔 无 


边 的 田野 。 
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全 连 林 人 不 觉 ， 
独 树 众 乃 育 。 
“ ( 晋 ) 陶渊明 ， 《饮酒 二 十 首 》 


其 实 ， 几 何 学 早已 不 是 欧 几 里 得 体系 的 一 统 
天 下 。 如 果 广 义 地 把 “ 非 欧 几何 学 ”理解 成 一 切 
与 欧 几 里 得 体系 不 同 的 九 何 学 ， 那 么 罗 巴 切 夫 斯 
基 几 何 也 不 是 历史 上 最 早出 现 的 一 种 非 欧 几何 。 
仅仅 由 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 直接 向 欧 几 里 得 第 五 
公设 挑战 ， 才 引 来 这 么 多 麻烦 .另外 一 些 非 欧 几 
何 ， 或 者 与 欧 几 里 得 几何 的 定理 交织 在 一 起 ， 或 
者 变相 地 以 欧 氏 面 和 貌 出 现 ， 人 们 习以为常 ， 并 不 
深究 。 

出 于 天 文 观测 和 编制 历法 的 需要 ， 早 在 古代 
埃及 和 巴比伦 就 已 开始 研究 球面 几何 学 。 流 传 至 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
ttp: \\maths352. bokee. com 


62 


今 的 古代 希腊 数学 著作 中 ， 最 早 的 一 部 是 公元 前 
四 世纪 末 写 成 的 《 论 运动 的 球面 》 ， 研 究 与 球面 
绕 其 直径 转动 有 关 的 性 质 ， 球 面 几何 学 一 直 被 看 
成 欧 氏 几何 学 中 立体 几何 学 的 一 部 分 ， 因 为 通常 
研究 球面 的 性 质 时 ， 总 是 借助 球 心 、 半 径 和 通过 
球 心 的 截面 。 但 是 我 们 也 可 在 相当 多 的 情形 下 把 
球 心 、 球 半径 、 截 平面 等 拐杖 扔 掉 ， 把 视线 完全 
局 限 在 一 个 球面 内 研究 妹 面 的 性 质 ， 就 象 在 平面 
几何 学 中 把 视线 局 限 在 一 个 平面 里 一 样 。 当 我 们 
这 样 考虑 时 ， 就 会 发 现 球面 几何 学 中 有 很 多 概念 
和 定理 都 能 与 平面 几何 学 对 应 起 来 ， 球 面 上 的 大 
圆 对 应 于 平面 上 的 直线 ， 球 面 三 角形 对 应 于 平面 
上 的 三 角形 ， 球 面 上 的 小 圆 对 应 于 平面 上 的 贺 . 
可 以 把 平面 上 研究 角 的 大 小 和 度量 的 一 套 办 法 直 
接 投 到 球面 上 ， 来 研究 两 个 大 加 相交 所 成 的 角 ， 
而 不 必 借 助 大 圆 所 在 平面 相交 所 成 的 二 面 角 。 球 
面 三 角形 的 一 边 BC 的 大 小 4， 可 直接 取 成 大 圆 劣 
弧 BC 的 长 度 ， 而 不 必 取 成 球 半径 OB 与 OC 的 夹 
角 c， 在 球面 三 角 学 公式 中 出 现 球 心 角 c 时 ， 我 们 


就 用 元 代替 ， 这 里 巴 是 球 半 径 ， 可 以 不 考虑 已 与 


球 心 的 联系 ， 而 只 把 民 看 成 与 球面 上 长 度 单 位 有 
关 的 一 个 常数 .现在 将 一 个 球面 三 角形 与 一 个 平 
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- 面 三 角形 对 比 ， 两 着 的 三 边 长 度 都 记 成 a、b、c， 


LY 


它们 的 对 角 记 成 4、.B.C, 三 角形 的 面积 记 为 S， 
在 这 两 种 几何 学 中 ， 关 于 三 角形 内 角 和 的 定理 分 
别 是 

平面 ， A+B+C=7 

球面 ， A+B+C>x 
这 两 个 定理 既 互 相对 应 ， 又 有 显著 区 别 ， 关 于 三 
角形 的 边 角 关 系 ， 和 情况 也 是 这 样 ， 试 以 正 歼 定理 


为 例 ， 对 比如 下 : 


a b C 
了 nA InB DCT 


轩 入 b | Cc 
S1N—=> S11 SlN = 
Re Rh ER 


球面 ,nA sinB -Sic 
a b C 本 
当 五 -cc 时 ， 下 -EE 和 -~ 都 趋 于 0 ， 由 于 


sinx 守 xX (车 | | 很 小 》 
lim -SinX_ -1 

x ~ 

可 知 当 R 很 大 时 ， 利 用 球面 正 陀 定理 计算 的 结 - 
果 ， 与 利用 平面 正 线 定理 计算 结果 相近 ，、 并 且 平 
面 正 汞 定理 可 看 成 球面 正 芝 定 理 在 一 co 时 的 极 
限 情 形 ， 如 果 在 足球 场 上 画 一 个 大 三 角形 ， 江 且 
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把 尺 取 成 地 球 平均 半径 6371 千 米 ， 那 么 无 论 对 这 
个 三 角形 应 用 平面 三 角 公式 或 球面 三 角 公 式 ， 在 
电子 计算 器 帮助 下 , 计算 过 程 都 不 太 麻 是 ， 而 县 所 
得 结果 都 能 以 很 高 的 精确 度 与 实际 测量 相符 。 这 
说 明 球 面 儿 何 学 可 看 成 一 种 非 欧 的 平面 几何 学 ， 
它 在 一 定 范围 内 能 与 实践 经 验 很 好 地 相符 。 

如 果 我 们 把 考 虚 的 范围 从 足球 场 那 样 大 小 扩 
大 到 一 个 省 的 界限 以 内 ， 那 么 用 球面 几何 学 计算 
的 结果 将 与 用 平面 几何 学 计算 的 结果 出 现 一 些 差 
卉 但 是 这 两 者 中 ,更 接近 于 实 慰 测量 结果 的 ,将 
是 球面 几何 学 ， 而 不 是 平面 几何 学 。 这 是 因为 我 
们 生活 在 地 球 上 ， 从 大 范围 看 ， 地 面 的 形状 更 接 
近 于 球面 ， 只 有 在 足够 小 的 范围 内 ， 才 能 把 地 面 
和 的 形状 近似 看 成 平面 。 

大 地 是 人 类 社会 实践 活动 的 主要 场所 。 浆 量 
土地 、 划 分 疆界 、 兴 建 道 路 、 确 定 航线 ， 这 许多 
工作 都 需要 研究 与 大 地 表面 有 关 的 各 种 儿 何 问 
题 。 把 地 面 看 成 平面 ， 只 是 最 初步 最 简单 的 近 
似 。 把 地 面 看 成 球面 ， 近 似 的 程度 改进 了 很 多 ， 
但 是 毕 竞 地球 表 面 不 是 一 个 光 沁 的 大 皮球 ， 既 有 
一 望 无 边 的 茫茫 原野 ， 也 不 乏 蚁 晓 崎 凤 的 尝 山 峻 
岭 和 深 玫 浩 并 的 大 海 大 洋 。 地 球 表 面 的 形状 ， 是 
一 个 极其 复杂 的 曲面 。 
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自从 解析 几何 和 微 积 分 学 兴起 以 后 ， 便 开始 
了 对 曲线 和 曲面 的 一 般 理论 的 研究 。 解 析 几 何 的 
基本 思想 是 坐标 化 :一 片 曲 面 可 用 动 点 坐标 z、 
y.> 所 满足 的 一 个 方程 确定 ， 或 者 等 价 地 ， 用 含 
有 两 个 参数 .2 的 参数 方程 确定 有 序数 组 (u,v) 
”可 以 确定 曲面 上 的 点 的 位 置 ， 称 为 曲面 上 的 曲 纹 
坐标 。 一 条 湖 线 可 用 合 一 个 参数 t 的 参数 方程 确 
定 。 如 果 给 出 曲面 参数 %.v 作为 参数 t 的 已 知 函 
数 u(t) .v(t)， 就 给 出 了 曲面 上 的 一 条 曲线 ， 

微 积分 学 的 基本 思想 之 一 是 局 部 近似 ， 在 一 
个 适当 小 的 邻 域 内 ， 用 较 简单 的 事物 近似 代替 较 
复杂 的 事物 ， 并 设法 控制 误差 的 数量 级 或 误差 
界 。 这 种 想法 ， 无 论 对 于 研究 复杂 函数 或 复杂 图 
形 ， 都 显得 非常 有 效 . 

一 条 任意 光滑 曲线 C 在 其 一 点 卫 附 近 的 一 小 
段 曲线 弧 ， 可 以 近似 地 看 成 一 条 直线 PT 上 的 微 
小 线段 ， 这 条 直线 PT 就 是 曲线 C 在 点 已 的 切 
线 。 在 电线 C 上 也 点 附近 另 取 一 点 @@， 让 @@ 滑 曲 
线 无 限 趋 近 于 卫 点 ， 则 割 线 PQ 的 极限 位 置 定义 
为 曲线 C 在 点 P 的 切线 。 在 过 点 P 的 所 有 直线 
中 ,切线 PT 是 在 点 忆 附 近 最 接近 于 曲线 的 一 条 . 

类 似 地 ， 设 S 是 一 个 任意 的 光滑 曲面 ， 也 是 
S 上 任意 一 点 ,在 8S 上 忆 点 附近 另 取 不 同 两 点 M、 
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N, 使 三 点 P.M、N 不 在 一 直线 上 ， 过 不 共 线 三 
点 也 ,M,N 作 平 面 ， 令 用 入 党 曲面 S 无 限 趋 近 
于 卫 ; 则 平面 PMN 的 极限 位 置 称 为 曲面 S 在 点 卫 
的 切 平 面 。 曲 面 S 在 点 了 附近 的 一 小 块 曲面 片 ， 可 
以 近似 地 看 成 位 于 S 在 已 点 的 切 平 面 上 上 的 小 据 
平面 区 域 。 在 通过 P 的 所 有 平面 中 ， 切 平面 是 
在 忆 点 附近 最 接近 于 出 面 的 一 个 。 过 卫 点 作 切 平 
面 4 的 垂 线 !， 风 直线 ! 称 为 着 面 8 在 .点 王 的 法 
线 ， 

知道 了 曲线 在 一 点 的 切线 、 曲面 在 一 点 的 切 
平面 或 法 线 ， 就 知道 了 曲线 、 曲 面 在 指定 点 的 方 
向 。 但 是 仅 知道 方向 还 远 远 不 够 ， 因 为 曲线 和 曲 
面 的 最 本 质 的 特性 是 弯曲 .为 了 反映 弯曲 的 程 
度 ， 需 要 引进 曲率 概念 。 

最 简单 的 线 是 直线 ， 最 简单 的 弯 曲 的 线 是 
贺 。 为 了 反映 曲线 C 在 一 点 卫 附 近 的 弯曲 情 况 ， 
我 们 在 曲线 C 上 了 点 附近 取 另 外 两 点 鸡 、.N ,使 三 
点 P、.JM 、N 不 在 一 直线 上 ， 然 后 在 平面 PMN 内 通 
过 不 共 线 三 点 P、M、N 作 贺 ， 让 两 点 :性 .N 沿 曲线 
C 无 限 趋 近 于 点 P, 加 PMN 的 极限 位 置 称 为 曲线 
C 在 点 卫 的 曲率 加 。 井 率 圆 的 圆心 称 为 曲线 C 
在 点 卫 的 曲率 中 心 ， 曲 率 圆 的 半径 R=OP 称 为 
曲线 C 在 点 卫 的 里 率 半 径 ， 曲 率 半径 尽 的 倒数 
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k = 于 - 称 为 曲线 C 在 点 书 的 曲率 ， 砷 率 圆 与 曲 


” 线 C 在 PP 点 相 切 ， 即 在 P 点 有 公共 的 切线 .与 曲 
线 C 在 点 P 相 切 的 加 有 无 穷 多 个 ， 曲 率 圆 是 其 中 
与 复线 C 的 关系 最 为 密切 的 一 个 ， 即 在 卫 点 附 
近 ， 曲 率 圆 比 其 它 男 更 接近 于 曲线 C。 所 以 ， 曲 
率 圆 又 叫 密切 圆 。 在 考察 曲线 在 一 点 附近 的 弯曲 
情况 时 ， 可 将 曲线 在 其 点 忆 附 近 的 一 小 段 曲 线 
弧 近似 看 成 在 己 点 的 密切 圆 上 的 小 段 圆 弧 。 直 线 
的 曲率 为 D. 

为 了 定义 曲面 的 曲率 ， 需 要 进行 更 细致 的 考 
虑 。 设 曲面 S 在 点 PP 的 法 线 是 1， 在 1 上 指定 一 个 
正方 向 设 PT 是 S 在 点 PP 的 切 平面 x 上 的 任 -- 方 
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向 ， 风 上 曲面 ”在 点 卫 处 沿 不 同方 向 的 弯 昌 情况 一 
般 不 同 。 如 图 ， 过 法 线 【和 直线 PT 作 截 平面 a， 
称 为 曲面 S 在 点 了 卫 沿 方向 PT 的 法 截面 ， 法 截面 
a 与 曲面 S 的 交 线 C 叫做 法 截 线 。 设法 截 线 在 点 
P 的 曲率 为 =- 让 -， 曲 率 中 心 为 O( 当 k =0 时 
侣 点 不 存在 ) 。 规 定 
kk， ”车 PO 沿 法 线 正 方向 
KE。=40， 车 k=6 
-Kk， 车 PO 沿 法 线 负 方向 
数 E. 叫 做 曲面 SS 在 点 忆 沿 方向 PT 的 法 曲率 。 让 
法 截面 c 绕 法 线 [ 旋 转 一 周 ， 则 对 应 的 法 些 率 有 。 随 
之 连续 变化 ， 周 而 复 始 ， 所 以 曲面 S 在 点 卫 灌 不 
同方 向 的 法 曲率 中 ， 必 有 最 大 值 和 最 小 值 ， 用 
kk, 和 ,表示 这 个 极端 值 。 数 尺 和 kK。 叫做 有 曲面 S 
在 点 王 的 两 个 主 曲 窜 ， 取 得 主 曲率 的 方向 叫做 主 
方向 。 主 方向 指明 曲面 在 一 点 论 曲 得 “最 房 害 ” 
和 “最 不 房 害 ”的 方向 ， 主 曲率 表明 在 这 两 个 极 
端 方向 上 的 弯曲 程度 和 疝 着 法 线 的 哪 一 侧 弯 曲 。 
以 上 是 把 曲面 在 一 点 沿 不 同方 向 的 弯曲 情况 
相互 比较 。 为 了 把 曲面 在 不 同 点 的 弯曲 情况 互相 
比较 ， 再 定义 两 个 量 : 
.KK = kk,, H=3(k+k) 
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其 中 K， 和 js。 是 曲面 3 在 其 任意 点 卫 的 两 个 主 曲 
率 。 五 称 为 曲面 ”在 点 己 的 高 斯 由 率 ， 互 称 为 曲 
面 S 在 点 卫 的 平均 曲率 。 

例如 ， 平 面 在 每 一 点 沿 任 何方 向 的 法 截 线 都 
是 直线 ， 所 以 平面 在 其 各 点 己 有 Kk,=k,= 0,K = 
0,H=0. 

半径 为 民 的 球面 ， 在 其 每 一 点 沿 任 何方 向 的 
法 截 线 都 是 大 圆 ， 所 以 球面 在 其 各 点 全 有 EK,= 


Kk, = Rs Br， 瑟 =- 夺 -。 


如 果 已 知 曲 面 的 参数 方程 

X=XU 0), Y=YyU, v0), 2Z=2(u,v) 
就 可 以 求 出 缴 长 元 素 的 表达 式 

ds = Edw’+ 2Fdudv + Gdv’ 
其 中 

E=Xx + y+ 2 

P= XN, + YuYy + Zu 

G=X, + Y, + Z,” 
下 标 w .2 表示 对 2 的 偏 导数 和 对 2 的 偏 导数 。 

一 般 说 来 ， 要 了 解 曲 面 的 性 质 ， 常 需 跳 出 曲 
面 学 围 之 外 ， 在 空间 找 一 些 辅助 图 形 如 法 线 、 截 
面 等 帮助 研究 。 这 些 性 质 叫做 曲面 的 外 在 性 质 ， 
如 果 只 局 限 在 曲面 的 范围 以 内 ， 就 不 可 能 认识 曲 
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面 的 外 在 性 质 ， 例 如 上 面 说 到 的 法 曲率 、 主 曲率 
等 。 

但 是 ， 也 有 另外 一 些 性 质 ， 只 要 知道 ds” 的 
表达 式 ， 或 者 等 价 地 ， 只 要 知道 表达 式 中 的 系数 
E(w,2)、F(u,2) 和 G(w,2), 就 能 推导 出 来 。 只 
明正 .PP.G 就 能 导出 的 性 质 ， 称 为 曲面 的 内 区 性 
质 。 一 个 曲面 的 全 部 内 理性 质 ， 构 成 一 套 几 何 
学 ， 叫 做 这 个 曲面 的 内 萄 几何 学 有 时 为 了 说 话 
方便 ， 简 单 地 称 之 为 这 个 曲面 上 的 玫 何 学 。 研 究 
曲面 的 内 蕴 几 何 学 ， 除 去 需要 知道 函数 (ts, 5)、 
F(U,2)、G (v2) 和 参数 4、2 的 变化 范围 而 外 ， 
不 需要 从 曲面 以 外 获得 任何 信息 ， 世 至 也 不 必 关 
心 了 .F.G 是 怎样 从 曲面 方程 推导 出 来 的 。 

在 这 种 观点 之 下 ， 平 面 几何 学 不 是 别 的 ， 人 恰 
好 就 是 平面 的 内 获 几 何 学 。 全 套 平 面 几 何 学 都 能 
用 解析 的 方法 从 下 式 导 出 : 

as:= ax +dy (~o0<X<+o0, -oo 
<y< + cc) 

式 中 的 XT.y 是 通常 的 平面 直角 坐标 . 

类 似 地 ， 球 面 几何 学 是 球面 的 内 蕴 几 何 学 。 
对 于 半径 为 a 的 球面 ， 用 9 表示 经 度 角 ，9p 表 示 绪 
度 角 ， 则 有 


ds: = a’d0’ + a’sin’0dg” 
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(0<0<2n, < <3) 


对 于 图 柱 面 ， 设 其 截面 圆 半径 是 w, 可 得 
ds’= dl + @’dg’ 
(— co<l<+o0,0<0<27) 
令 1=2Y，a0=2 上 上 式 化 为 
ds = QX2 + ay 
《一 ce< YX<T+T co，0 和 <<270) 

与 平面 的 情形 对 照 ， 可 知 圆柱 面 的 内 蕴 几 何 学 与 
平面 在 两 平行 线 间 的 带 形 区 域内 的 几何 学 一 致 。 
事实 上 ,把 圆柱 面 沿 着 一 条 母线 剪 开 ,然后 铺 平 ， 
就 得 到 对 应 的 平面 带 形 区 域 。 

如 果 能 象 圆柱 面 和 平面 这 样 ， 对 一 个 曲面 
S, 的 参数 作 适 当 变 换 ， 使 它 的 ds” 表达 式 化 为 另 
一 曲面 $: 的 ds 表达 式 ， 就 说 曲面 S, 和 S,; 是 等 距 
的 ; 如 果 不 存在 这 样 的 变换 ， 就 说 S, 和 和 3S; 不 等 
距 。 

在 平面 几何 中 ， 两 点 之 间 ， 直 线 最 短 。 对 应 
地 ， 在 任意 曲面 上 ， 考 虑 连接 两 点 的 所 有 曲线 中 
最 短 的 一 条 ， 称 它 为 短程 线 ， 又 叫 测 地 线 。 在 进 
行 大 地 测量 时 ， 为 了 测量 两 点 之 间 的 地 面 距 离 ， 
测 绳 就 是 没 着 测 地 线 放置 的 ， 把 任意 曲面 的 内 萤 
几何 学 与 平面 几何 学 对 照 ， 昌 面 上 的 测 地 线 相 当 
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于 平面 上 的 直线 。 由 此 还 可 进而 考虑 曲面 上 两 条 
曲线 的 交角 、 曲 面 区 域 的 面积 ， 等 等 ， 这 些 都 属 
于 曲面 的 内 殖 几 何 学 的 内 容 。 

于 面 这 些 几何 研究 ， 最 初 开 始 于 微 积分 学 的 
见 何 应 用 ， 后 来 逐渐 发 展 成 一 门 数学 分 支 ， 叫 做 
微分 几何 学 。 微 分 几何 学 的 独立 宣言 是 高 斯 在 
1827 年 发 表 的 著名 论文 4 关于 曲面 的 一 般 研 究 》。 
在 这 篇 论文 中 包含 了 一 个 影响 深远 的 结果 ， 曲 面 
在 任意 点 的 高 斯 曲率 也 是 一 个 内 蕴 量 , 即 及 可 用 
E.F.G 及 其 偏 导数 表示 。 这 样 一 来 ， 在 曲面 的 
每 一 点 都 有 了 一 个 摸 写 弯曲 情况 的 量 瑟 ， 由 此 可 
导出 曲面 内 蕴 风 和 何 学 中 的 许多 重要 定理 。 例 如 ， 
可 以 把 平面 几何 学 中 的 “三 角形 内 角 和 等 于 r? 推 
广 到 曲面 的 内 荀 几何 学 ， 结 果 如 下 。， 

曲面 上 由 三 条 顺 次 首尾 相连 的 测 地 线 弧 围 成 
的 图 形 叫 做 测 地 三 角形 。 仿 照 平 面 上 的 三 角形 ， 
可 以 考虑 测 地 三 角形 的 边 、 内 角 、 外 和 角 、 面 积 , 
设 测 地 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 是 a, B,7?， 三 边 包 
图 的 曲面 区 域 是 DPD， 曲面 的 面积 元 素 是 4o， 高 斯 
曲率 是 及 。 高 斯 证 明了 下 面 的 公式 ， 


QQ 十 用 + ?一 «= fae 
由 此 推出 , 如 果 在 曲面 的 某 个 区 域内 恒 有 天 =0， 
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那么 在 这 个 区 域内 的 任何 测 地 三 角形 的 三 内 角 之 
和 等 于 r， 与 欧 几 里 得 平面 几何 学 的 对 应 结论 相 
同 ， 如 果 在 某 个 区 域内 恒 及 >>0, 那么 这 个 区 域 
内 的 每 个 测 地 三 角形 的 内 角 和 都 大 于 如 果 在 某 
个 区 域内 恒 有 开 一 0, 那么 在 这 个 区 域内 的 每 个 测 
地 三 角形 的 内 角 和 都 小 于 x。 测 地 三 角形 的 内 角 
和 与 + 的 差 ， 与 测 地 三 角形 所 包围 的 区 域内 各 点 
的 高 斯 曲率 有 关 。 仅 仅 通 过 这 一 个 定理 ， 就 可 以 
看 出 ， 各 种 不 同 曲面 的 内 蕴 几 何 学 之 间 ， 可 能 存 
在 着 极 大 的 差别 。 

现在 设想 在 曲面 S$ 上 生活 着 一 些 有 智慧 的 高 
级 动物 ， 例 如 某 种 外 星人 。 他 们 从 未 听 说 过 欧 几 
里 得 的 《几何 原本 》， 仅 仅 通过 自己 的 实践 经 验 
认识 了 曲面 S 的 内 蕴 几 何 学 ， 在 他 们 的 语言 系统 
里 ， 他 们 蔗 以 生存 的 曲面 S 被 叫做 “平面 ” ， 曲 
面 S 上 的 测 地 线 被 叫做 “直线 ”，S 上 的 测 地 三 
角形 被 简单 地 叫做 “三 角形 ”。 那 么 这 种 外 星人 
也 将 有 自己 的 一 套 平面 几何 学 。 在 我 们 看 来 ， 这 
种 外 星人 的 平面 几何 学 ， 其 实 就 是 曲面 S 的 内 区 
几何 学 ， 它 与 欧 几 里 得 平面 几何 学 大 不 相同 ， 是 
十 分 自然 的 ， 完 全 可 以 理解 。 而 在 这 种 外 星人 看 
来 ， 他 们 的 这 种 特别 的 平面 几何 学 是 唯一 符合 他 
们 长 期 实践 经 验 的 几何 学 ， 如 果 有 谁 从 地 球 上 带 
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去 一 部 欧 儿 里 得 的 《几何 原本 》， 就 会 被 视 为 异 
端 邪 说 ， 群 起 而 攻 之 。 

我 们 再 设想 在 每 个 曲面 上 都 生活 着 一 种 外 星 
人 ， 他 们 都 把 自己 所 在 曲面 的 内 获 几 何 学 寿 为 叭 
一 符合 自己 实践 经 验 的 平面 几何 学 ， 于 是 平面 几 
何 学 就 有 了 无 数 种 不 同 的 流派 ， 每 种 流派 都 有 坚 
实 的 生活 基础 ， 各 自 反映 现实 世界 的 某 些 客观 规 
律 。 互 相等 距 的 曲面 ， 其 内 蕴 几 何 学 局 于 辣 一 流 
派 ， 互 不 等 距 的 曲面 ， 内 列 儿 何 学 属于 不 同济 
派 。 欧 几 里 得 几何 学 只 不 过 是 这 无 数 流 派 中 的 一 
种 ， 最 简单 ， 但 是 适用 的 范围 极其 有 限 。 任 何 一 
个 曲面 ， 只 要 高 斯 曲率 不 便 为 0 ， 它 的 内 草 几 何 
学 都 提供 了 一 种 不 同 于 欧 几 里 得 流派 的 平面 几何 
学 ， 简 而 言 之 ， 也 就 是 一 种 非 欧 几 何 学 。 

在 各 种 曲面 的 内 蕴 儿 何 学 中 ， 玉 等 于 常数 的 
情形 最 为 简单 ， 从 关于 测 地 三 角形 内 角 和 的 一 般 
公式 


ys = [|Kao 


在 长 为 常数 的 特殊 情形 下 ， 得 到 
a+bty-x=KA C1) 


这 里 4 表示 测 地 三 角形 的 面积 ||4o。 根 据 常数 KK 
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为 正 、 为 负 、 为 零 ， 得 到 三 种 不 同 的 几何 。 
当 上 = 0 时 ,， 《1 ) 式 成 为 
CT 应 十 ?三 互 (To) 
这 就 是 欧 氏 几何 学 中 “三 角形 内 角 和 为 二 直角 ” 
的 熟知 定理 ， 它 是 哆 几 里 得 第 五 公设 的 一 个 等 价 
命题 


当 尼 >0 时 ， 令 开 = - 记 


， 《1 ) 式 成 为 


A=a'(a+pP+y- (1.,) 
这 是 球面 几何 学 中 的 一 个 熟知 的 定理 ， 上 式 右边 
括号 中 的 量 a+B+?-z 叫做 球面 三 角形 的 角 
一 ， 上 式 表 示 球面 三 角形 的 面积 与 角 肥 成 正比 ， 
比例 系数 等 于 球 半径 的 平方 。 


当 开 <0 时 ， 令 慌 = -一 《1)》 式 成 为 


A=aCcx- (a+P+y)Y (1-_) 

上 式 右 边 方 括号 中 的 量 电 做 三 角形 的 角 欠 。 上 式 
表明 ， 在 K 为 负 常 数 的 儿 何 中 ， 三 角形 的 面积 与 
角 欠 成 正比 。 

为 负 常 数 的 昌 面 叫做 伪 球 曲面 。 伪 球 曲 面 
的 几何 学 和 球面 几何 学 在 很 多 方面 都 能 一 一 对 
应 ， 就 象 等 式 (1-) 和 (1,) 互 相对 应 一 样 ， 它们 是 
两 种 最 简单 的 非 欧 几何 学 。 - ' 
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在 各 种 伪 球 曲面 中 ， 最 简单 的 一 种 则 做 伪 球 
面 。 这 是 一 种 形 如 喇叭 的 旋转 曲面 ， 它 的 方程 可 
以 写成 下 面 的 参数 形式 : 

‘X=asinucosv 


y= asinusinv 


之 三 alntg 志 + QCOSw 


(0 过 所 3 


0 委 2<2r) 
通过 计算 ， 容 易 得 到 ， 伪 (2 
球面 上 的 弧 元 由 下 式 给 全. 
出 ; 图 5 一 2 
Cs = actg’udw’ + a’sin’‘uwdv’ 
这 里 EB = a'ctg’u, F=0, G=Q'sinu。 当 F=0 
时 ， 高 斯 晶 率 可 由 下 式 算出 : 
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下 = -i 
7 


上 面 在 伪 球面 的 方程 中 限制 了 0<x< 互 。 也 


可 把 范围 扩大 为 0<vx<zr， 这 时 曲面 由 图 中 所 示 
的 张口 向 下 的 喇 惧 形 曲 面 片 和 一 个 与 它 对 称 的 张 
口 向 上 的 喇叭 形 曲面 片面 对 面 地 拼合 而 成 ， 在 拼 
合 处 有 一 圆圈 形 的 尖 棱 。 

1840 年 ， 闵 定格 证 明了 ， 伪 球面 上 的 测 地 三 
角形 的 边 角 关 系 ， 可 从 球面 三 角 学 公式 中 把 边 的 
三 角 函 数 换 成 双 角 函数 而 得 到 。 利 用 闵 定 格 的 这 
个 结果 ，1868 年 只 尔 脱 拉 米 证 明了 ， 擅 球面 的 内 
蔓 儿 何 学 是 罗 巴 切 夫 斯 基 的 平面 几何 学 。 不 过 ， 
正如 圆柱 面 只 能 与 欧 几 里 得 平面 的 一 个 带 形 区 域 
等 距 ， 伪 球面 也 只 能 与 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 一 部 
分 等 距 。 

通过 贝尔 脱 拉 米 的 解释 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 的 
“想象 的 几何 学 ”不 再 停留 在 纯粹 的 想象 之 中 ， 
已 经 能 在 现实 世界 的 伪 球 面 上 找到 了 落脚 点 。 非 
欧 几何 学 终于 得 到 了 人 们 的 普遍 承认 。 

贝尔 脱 拉 米 利用 擅 球 面 对 非 欧 几 何 学 作出 的 
解释 ， 标 志 着 网 几 里 得 第 五 公设 研究 与 微分 几何 
研究 的 会 合 。 通 过 欧 几 里 得 第 五 公设 的 研究 ， 发 
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现 了 一 种 非 欧 几何 ， 却 得 不 到 理解 ， 通 过 微分 几 
何 研究 ， 产 生 了 无 数 种 非 欧 几 何 ， 却 没有 发 现 它 
们 的 非 欧 实质 。 一 旦 这 两 方面 的 研究 会合 到 一 
起 ， 人 们 顿时 感到 思路 豁然 开朗 。 新 观点 与 新 方 
法 、 新 结果 的 结合 ， 带 来 了 几何 空间 概念 的 大 发 
展 ， 几 何 学 研究 出 现 了 欣欣 向 荣 的 新 局 面 。 

从 此 以 后 ， 欧 儿 里 得 第 五 公设 问题 的 研究 终 
于 跟 上 了 时 代 的 步伐 ， 不 再 停留 在 初等 水 平 上 中 
行 。 它 的 每 一 次 新 的 重大 进展 ， 都 是 几何 学 跨 入 
新 阶段 的 历史 见证 。 
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等 闲 识 得 东风 面 ， 
万 烷 千 红 总 是 春 。 
( 宋 ) 朱 喜 《春日 》 


伪 球 面 的 内 蕴 几 何 学 可 以 作为 罗 巴 切 夫 斯 基 
的 非 欧 平面 几何 学 的 解释 ， 这 件 事 提供 了 一 个 重 
要 府 示 : 在 几何 学 中 ， 被 叫做 “平面 ?的 ， 不 一 定 
真正 那么 平坦 ， 被 叫做 “直线 ”的 ， 也 不 必 处 处 
象 张 系 的 细 线 ， 没 有 弯曲 。 儿 何 学 离 不 开 直观 ， 
但 是 这 种 直观 允许 打 一 些 折扣 。 最 要 紧 的 是 一 种 
几何 学 必须 反映 现实 世界 的 某 些 客观 规律 。 至 于 
这 种 几何 学 中 的 术语 与 它们 所 代表 的 概念 之 间 ， 
不 必 “形似 ”， 只 要 “神似 ”就 可 以 了 。 

例如 ， 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 平 面 上 的 一 点 
可 以 用 一 对 有 序 实数 (xz,y) 表示 。 这 里 的 点 和 平 
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CORE 


面 都 是 直观 的 几何 图 形 ， 有 序数 对 〈2, 纺 仅仅 作 
为 用 数 表示 形 的 一 种 方式 。 但 是 我 们 可 以 很 快 地 
发 现 ， 有 序数 对 除去 能 表示 点 的 位 置 而 外 ， 还 可 
广泛 应 用 于 许多 其 它 场合 。 因 此 可 将 河 有 几何 术 
语 的 涵义 加 以 引申 ， 把 一 对 有 序 实数 《x, 胃 也 叫 
做 一 个 点 ， 并 将 所 有 这 些 点 的 集合 叫做 一 个 二 维 
空间 ， 又 称 平面 。 这 种 引申 意义 下 的 平面 已 不 青 
县 有 直观 性 ， 可 利用 坐标 平面 来 直观 地 表示 它 。 

这 种 “ 喧 宾 夺 主 ” 式 的 推广 ， 在 数学 中 是 家 
常 便 饭 .推广 就 是 在 更 大 的 范围 内 寻找 共性 ， 因 
而 可 以 使 数学 理论 具有 更 大 的 普遍 性 ， 并 且 得 到 
更 广泛 的 应 用 。 

类 似 地 ， 空 间 的 概念 也 可 以 推广 。 把 任 一 有 . 
序 三 实数 组 (Xx,y,2) 叫 做 一 个 点 ， 所 有 这 些 点 的 
集合 叫做 一 个 三 维 空间 。 普通 空间 中 的 点 ， 可 作 
为 这 种 以 数组 为 元 素 的 三 维 空间 的 一 种 直观 表 
下 。 

完全 类 似 地 ， 设 n 为 任意 正 整数 ， 考 虑 有 序 
n 实数 组 〈Xz, xs，…，xa)， 把 它 电 做 一 个 点 ， 
记 为 XX， 所 有 这 样 的 点 天 的 集合 叫做 一 个 ? 维 空 
间 ， 记 为 V.。 虽 然 当 n>>3 时 不 能 象 2 维和 3 维 
那样 对 V，, 作 出 简单 的 直观 表示 ， 但 是 可 以 把 高 维 
情形 与 2 维 、 3 维 情形 类 比 ， 间 接地 从 直观 获得 


mp tubes 
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和 启发。 在 Y。. 中 ， 含 有 一 个 参数 的 方程 x; =f;(2)， 
j=1,…'s71, 被 看 成 定义 一 条 曲线 ; : 含 两 个 参数 的 
方程 %i = 记 (42)， 了 = 1 7， 则 认为 定义 一 个 
2 维 明 面 ， 一 个 不 含 参 数 的 方程 fxz,，X:，…， 
Xx) = 0 定义 一 个 超星 面 ， 即 n -1 维 明 面 ， 两 个 
这 样 的 方程 联 列 ， 则 定义 n-2 维 曲面 ， 其 余 类 
这 种 推广 的 第 一 个 明显 得 益 者 是 代数 。 解 二 
元 一 次 方程 组 ， 可 以 看 成 求 同 一 平面 内 若干 直线 
的 公共 点 ， 解 三 元 一 次 方程 组 ， 可 以 看 成 求 空间 
内 若干 平面 的 公共 点 。 有 了 7 维 空间 的 概 念 以 
后 ， 就 可 以 说 ， 关 于 含 ?个 未 知 数 的 线性 方程 组 
的 研究 ， 可 以 看 成 在 4 维 空间 中 对 于 若干 个 超 平 
面 的 公共 点 的 研究 。 类 似 地 ， 代 数 中 关于 二 次 型 
的 一 般 研究 ， 可 大 成 V, 中 关于 二 次 超 曲 面 的 研 
究 。 虽 说 这 样 处 理 只 不 过 是 把 代数 语言 转换 成 几 
何 语言 ， 但 是 我 们 从 解析 几何 中 已 经 深 有 体会 ， 
做 一 小 步 几 何 推理 ， 往 往 相 当 于 一 长 串 解 析 演 
算 ， 平 面 解析 几何 学 不 过 是 2 维 的 ， 空 间 解 机 几 
何 学 也 只 是 3 维 的 ， 在 7n 维 的 情形 下 ， 解 析 演 算 
与 几何 思考 的 繁 简 对 比 更 为 显著 。 元 长 的 解析 演 
算 把 注意 力 引 向 运算 技巧 ， 但 是 具有 无 咱 可 击 的 
产 密 性 。 从 2 维和 3 维 情 形 的 直观 启示 ， 通 过 类 
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比 ， 产 生 一 些 关 于 高 维 情形 的 几何 想法 ， 简 单 而 
粗 炸 ， 雇 雇 数 笔 ， 虽 无 繁 梳 茂 时， 却 能 对 理论 之 
树 的 基本 上 骨架 提供 生动 的 一 交 。 几 何 想 法 与 解析 
演算 的 结合 ， 可 以 大 大 加 快 研究 进程 ， 并 能 使 复 
杂 的 至 论 变 得 易于 了 解 . 

久 维 空间 的 引进 ， 对 于 微 积分 学 也 有 明显 的 
益处 。 众 所 周知 ， 一 元 函数 的 微 积分 学 ， 与 平面 
曲线 的 切线 、 缴 长 、 曲 边 梯形 的 面积 等 等 几何 问 
题 之 间 ， 有 着 不 解 之 缘 。 二 元 函数 和 三 元 函数 的 
微 积分 学 ， 也 有 很 多 几何 应 用 。 当 ?3 时 ， 刀 元 
函数 的 微 积分 不 再 具有 直观 的 几何 解释 ， 用 ?元 
函数 的 微 积分 研究 ? 维 空 间 的 几何 ， 那 是 再 恰当 
不 过 了 ， 

在 研究 三 维 空间 的 解析 几何 学 和 微分 几何 学 
时 ,光量 是 一 种 有 力 的 工具 .在 研究 ? 维 空间 的 几 
何 学 时 ， 向 量 仍 能 发 挥 重要 作用 ， 但 是 仅 有 向 量 
已 经 不 够 ， 因 而 格拉 斯 曼 引 进 了 所 谓 “ 延 量 ”， 
也 就 是 现在 所 说 的 张 量 ， 

在 三 维 空间 中 ， 需 要 研究 兼 有 大 小 和 方向 的 
量 时 ， 总 可 以 利用 向 量 ， 如 果 这 个 方向 是 一 维 的 
《例如 归 线 的 切线 方向 ) ， 就 可 用 沿 着 这 个 方向 
的 直线 上 的 有 向 线 段 来 表示 如果 这 个 方向 是 2 
维 的 《例如 曲面 的 切 平面 方向 ) ， 则 可 用 与 这 2 
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维 平面 方向 垂直 的 直线 上 的 有 向 线段 表示 。 如 果 
a 和 b 是 平面 M 中 的 两 个 不 共 线 的 向 量 ， 那 么 向 
量 积 axb 是 垂直 于 平面 M 的 一 个 向 量 ， 利 用 癌 
量 axb 就 能 表示 平面 放 的 方向 。 这 里 ，a xb 的 
长 度 规定 为 等 于 以 
a.b 为 两 邻 边 的 平行 
四 边 形 的 面积 , a xb 
的 正方 向 规定 为 使 
a.b、ax 了 成 右手 系 ， 
为 了 便于 推广 到 
高 维 情形 ， 把 向 量 积 
axb 换 成 另外 一 种 图 6 一 1 向 量 极 与 外 积 
积 ， 记 为 a 人 Ab, 叫做 外 积 。 向 量 a 与 b 的 外 积 a 人 人 b 
的 大 小 规定 为 以 a.b 为 两 邻 边 的 平行 四 边 形 的 有 
向 面积 ， 当 a 与 b 对 调 时 ， 有 向 面积 变 号 ， 外 积 
a Ab 的 方向 ， 规 定 为 a 和 b 所 在 平面 的 方向 。 ax 
hb 着 眼 于 平面 的 垂 线 ， 而 a Ah 着眼 于 平面 自身 . 
a xb 的 方向 是 一 维 的 , 而 a 人 hb 的 方向 是 二 维 的 ， 
axhb 仍 是 向 量 ， 而 aAb 则 已 不 是 普通 的 向 量 ， 
而 是 所 谓 2 一 向 量 。 如 果 规 定 当 两 个 向 量 共 线 
时 ， 其 外 积 为 零 ， 那 么 外 积 a 人 b 在 任意 7 维 空间 
中 都 有 意义 ， 而 axb 却 只 有 在 n=3 时 才 有 总 
义 。 
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外 积 a 信 b 也 象 向 量 积 一 样 ,满足 反 交 换 律 : 
aN\b=—-bA 人 a. 

当 7 宇 3 时 ，、 还 可 考虑 a 人 hb 与 向 量 e 的 外 积 ， 
记 为 aAbAe。 这 是 一 个 3 一 向 量 ， 它 指明 由 
a、b、e 决定 的 3 维 平面 的 方向 。 在 3 维 欧 氏 空 
间 中 ，aAbAe 的 大 小 ， 恰 好 等 于 以 a、b、c 为 棱 
的 平行 六 面体 的 有 向 体积 ， 当 a、b、ec 成 右手 系 
时 其 值 为 正 ， 成 左手 系 时 其 值 为 负 。 

类 似 地 可 以 定义 如 个 向 量 a、a:、…、am 的 
外 积 a, 人 a: 人 … 人 an， 每 交换 其 中 任何 两 个 因 
子 的 位 置 ， 外 积 都 变 号 。 

把 普通 的 平面 解析 几何 学 和 空间 解析 几何 学 
中 涉及 向 量 积 的 地 方 都 换 成 外 积 ， 然 后 把 坐标 从 
2 个 、3 个 推广 到 任意 7 个， 仿照 低 维 情形 引进 
适当 的 定义 ， 便 可 建立 7 维 欧 氏 空间 的 几何 学 。 

为 了 研究 7? 维 欧 氏 空 间 的 微分 几何 学 ， 还 需 
考虑 微分 的 外 积 。 实 际 上 ， 在 大 学 的 微 积分 课程 
中 早已 接触 过 微分 的 外 积 。 试 考虑 二 重 积 分 


|ffcesapazay， 式 中 的 dx al 是 直角 坐标 系 下 
xzOg 面 内 的 面积 元 素 。 在 把 直角 坐标 z. 换 成 上 
线 坐 标 W.V 时 ， 设 


X=X(U, V0), y= YU, TD) 
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那么 不 但 被 积 函 数 了 (xz, 2) 中 的 X*.y 要 用 上 面 的 


关系 式 代 入 ， 而 且 面 积 元 素 dxdy 要 摘 成 曲线 坐 
标 下 的 面积 元 素 Jdxduo， J 是 雅 可 比 行列 式 ， 


Ox OX 

0 Ov 
dxdy—»| 5 y Oy dudv 

Ou Ov 


在 上 式 中 ， 如 果 把 dxdy 和 写成 外 积 Lx 人 dy， 同时 
把 du dv 写成 dx 人 dv,“ 一 >” 就 可 换 成 等 号 . 
而 如 果 把 dxdy 和 dudv 看 成 普通 的 乘积 ， 箭 头 
两 边 却 不 相等 。 所 以 面积 元 素 实 际 上 是 微分 的 外 
积 ， 二 重 积 分 的 恰 切 写法 应 该 是 


Iie dxAdy 


同 理 ， 曲 面积 分 中 的 面积 元 素 和 三 重 积分 中 的 体 
积 元 素 也 都 是 一 些微 分 的 外 积 。 

外 积 是 张 量 积 的 特殊 情形 ， 外 积 满足 反 交换 
律 ， 而 张 量 积 则 对 交换 因子 顺序 的 结果 没有 限 
制 。 两 个 向 量 ab 的 张 量 积 记 成 a@b。 由 若干 个 
向 量 作 张 量 积 ， 结 果 就 得 到 张 量 . 

n 维 欧 氏 空间 的 几何 学 ， 是 欧 儿 里 得 几何 体 
系 的 高 维 推广 。 能 否 把 非 欧 几何 学 推广 到 高 维 情 
形 呢 ? 
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为 了 回答 这 个 问题 ， 
需要 把 曲面 的 内 莹 几何 学 
推广 成 n 维 弯 贡 空间 的 多 
何 学 . 

n 维 弯曲 空间 理论 的 
人 馈 始 人 是 德国 数学 家 黎 曼 
《1826~~1866) 。 他 把 高 
斯 研究 曲面 论 的 方法 从 两 图 6 一 2 黎 唱 
个 由 纹 坐 标 t%.v 推 广 到 7 个 曲 纹 从 标 WK、…、 
un 并 县 仿照 曲面 论 中 绝 长 元 素 的 表达 式 ， 假 定 
在 2 维 弯曲 空间 中 成 立 


ds’ = 如 了 dujdur 


f ,21 

其 中 gjx 是 UW，…，t: 的 函数 ，gik = 9ri(j, k=1， 
…，7) 。 由 此 出 发 ， 可 以 建立 n 维 弯 曲 空 间 的 几 
何 学 ， 作 为 上 曲面 内 冀 几 何 学 的 高 维 推广 ， 这 样 的 
弯曲 空间 ， 后 来 被 称 为 黎 曼 空间 。 获 曼 空间 的 几 
何 学 ， 则 做 获 曼 几何 学 ， 

设 V ,是 7n 维 歼 受 空间 ，P 忆 是 V ,中 任意 一 点 ， 
a 和 b 是 了 V。 中 在 已 点 处 的 两 个 不 共 线 的 向 量 。 对 
于 不 同时 为 零 的 任意 实数 4 和 心 作 通 过 了 把 县 在 
卫 点 与 向 量 4a+ wb 相 切 的 测 地 线 ， 所 有 这 些 测 
地 线 组 成 一 个 2 维 黎 曼 空 间 0， 按 照 曲 面 内 列 帮 
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何 学 的 方法 ， 可 确定 ac 在 了 点 的 高 斯 曲率 必 。 这 
样 得 到 的 量 K， 叫 做 空间 V ,在 点 卫 沿 着 面 素 a 信 
b 方向 的 黎 曼 曲率 。 黎 曼 空 间 的 弯曲 性 ， 就 是 用 
黎 曼 曲率 来 度量 的 。 

当 ?> 2 时 ， 一般 说 来 ， 黎 曼 曲 率 不 但 依赖 
于 点 ， 而 且 依赖 于 一 点 处 的 画素 方向 。 德 国 数学 
家 和 舒 尔 《1856~~1932)》 证 明了 一 个 重要 定理; 设 
n>2, 如 果 黎 曼 空 间 V,。 在 每 一 点 的 黎 曼 曲率 都 
与 面 素 方 向 无 关 ， 那么 V, 在 各 点 的 KK 值 都 相同 . 
换 名 话说， 在 整个 空间 V。 上 ， 黎 受 曲 率 玉 是 一 个 
常数 ， 这 样 的 黎 曼 空间 叫做 常 曲率 空间 。 营 曲 率 
空间 是 常 曲 率 曲面 的 高 维 推广 。 

黎 螺 是 在 1854 年 在 哥 延 根 大 学 的 任职 演说 中 
发 表 他 的 几何 理论 的 ， 这 篇 演说 的 题目 是 《关于 
作为 几何 学 基础 的 假设 》。 他 在 演说 中 很 少 写 出 
什么 数学 式 子 ， 内 容 高 度 浓缩 ， 听 众 中 只 有 高 斯 
完全 理解 他 的 工作 。 

在 黎 曼 几何 学 中 ， 正 如 在 曲面 的 内 葡 几 何 学 
中 一 样 , ds: 的 表达 式 是 一 切 讨论 的 出 发 点 ， 而 不 
管 这 个 表达 式 是 怎 祥 来 的 。 这 种 情形 ， 对 低 维 黎 
曼 空 间 的 直观 表示 带 来 很 大 方便 。 

例如 考虑 2 维 的 情形 。 2 维 的 黎 曼 几何 ， 就 
是 曲面 的 内 列 几 何 。 曲 面 虽然 具有 直观 性 ， 但 是 
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只 有 当 我 们 实际 制作 出 某 种 曲面 的 模型 ， 并 且 在 
模型 表面 准确 地 面 出 所 需 的 曲面 上 的 图 形 以 后 ， 
这 种 直观 性 才能 完全 兑现 . 这样 做 太 麻 烦 ， 通 常 
都 是 在 一 张 纸 上 画图 。 于 是 想到 一 种 变通 的 办 
法 ， 可 以 象 绘制 地 图 那样 ， 用 一 个 平面 区 域 表 示 
一 个 曲面 ， 或 者 表示 曲面 上 的 一 个 区 域 .形象 地 
说 ,就 是 绘制 曲面 的 地 图 , 用 地 图 上 的 区 域 0 表示 
曲面 上 的 区 域 王 。 如 时 曲面 区 域 王 的 高 斯 曲率 不 
恒 为 0， 那 么 它 与 平面 区 域 c 的 对 应 就 不 是 等 距 
的 ,长 度 必 然 有 所 看 曲 。 区 域 c 中 一 条 曲线 C 所 代 
表 的 曲面 缴 长 与 从 狗 面 上 量 得 的 实际 弧 长 一 般 不 
同 ， 作为 地 图 ， 应 该 以 它 所 代 玫 的 曲面 弧 长 为 
准 。 所 以 ， 在 平面 区 域 o 中 ， 弧 元 应 该 采用 曲面 
三 的 ds’ 表 达 式 。 一 种 ds’ 表达 式 叫 做 一 个 度量 . 
用 字母 9 表示 一 个 度量 。 在 区 域 c 中 采用 度量 9 所 
得 到 的 几何 ， 记 为 (o,9)。 区域 o。 是 舞台 ， 度 量 
9 是 剧组 ， 有 了 舞台 和 剧组 ， 就 能 演戏 了 。 

- ”现在 我 们 通过 一 个 例子 ， 来 看 看 这 种 几何 学 
的 戏剧 是 如 何 表 演 的 。 这 个 例子 把 我 们 带 进 由 高 
斯 \ 罗 巴 切 夫 斯 基 和 亚 诺 什 . 鲍 耶 发 现 的 几何 新 领 
域 ， 这 种 新 几何 由 于 否定 欧 几 里 得 第 五 公设 而 导 
致 许多 新 奇 结 论 ， 曾 使 数学 界 的 一 代 英 豪 为 之 困 
囊 ， 高 斯 不 敢 发 表 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 章 受 攻 击 ， 亚 
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诺 什 . 鲍 耶 稀 唐 泪 丧 .在 现在 这 个 例子 里 ， 将 由 在 
哆 氏 几 何 节目 里 经 常 露面 的 著名 “演员 ” 们 表演 
非 殉 几何 节 上 月， 因而 我 们 能 够 完全 理解 ， 英 至 感 
到 有 趣 。 不 过 ， 在 好 戏 开 场 之 前 ， 先 得 花费 一 点 
时 间 ， 介 绍 几 位 出 场 的 “演员 ”和 它们 扮演 的 角 
色 。 

在 普通 的 欧 几 里 得 平面 上 上， 用 极 坐 标 《7,0) 
表示 点 的 位 置 。 为 了 方便 ， 人 允许 极 半 径 7 取 负 
值 ， 这 样 就 使 方程 6= 6 能 够 表示 一 条 通 过 极 
点 O 的 直线 ， 而 不 只 是 从 O 点 引出 的 射线 。 把 平 
面 区 域 c 取 为 单位 贺 的 内 部 ， 即 

o: | 上 <1 ; 

在 区 域 c 中 ， 采 用 下 面 的 度量 ， 


g，ds: - rs (dr + 7:d0’) 


其 中 中 是 一 个 常数 ， RR>>0。 于 是 得 到 一 种 几何 
《0,9), 简称 为 9g- 几何 。 在 g- 儿 何 中 的 概念 ， 都 在 
前 面 加 上 “g-” 的 记号 ， 例 如 9g- 点 、9- 弧 长 、g- 测 
地 线 等 ， 以 区 别 于 欧 氏 儿 何 意义 下 的 对 应 概念 。 
“9 测 地 线 ” 作 为 “9 直线 ”的 同 义 语 。 

于 是 现在 可 以 说 ，9- 点 就 是 单位 圆 内 部 的 
点 ，9- 平 面 就 是 单位 圆 内 部 的 圆 域 . 

由 此 立刻 产生 一 个 疑问 。 在 普通 的 欧 氏 几何 
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里 ， 如 果 放 眼 全 平面 ， 那 么 每 个 点 都 不 比 其 它 点 
特殊 ， 一 点 处 的 每 个 方向 都 不 比 其 它 方向 特殊 ，。 
但 是 如 果 局 限 在 单位 圆 内 部 ， 情 况 就 大 不 相同 、 
圆心 是 唯一 的 特殊 点 ， 整 个 圆 域 可 以 绕 着 它 任 
意 旋 转 。 圆 内 其 它 各 点 ， 有 些 离 O 点 较 近 ， 有 些 
离 O 点 较 远 。 在 O 点 处 ， 确 实 看 到 每 个 方向 都 不 
比 其 它 方向 特殊 ， 但 在 圆 内 其 它 任何 其 它 一 点 ， 
沿 不 同方 向 到 单位 圆周 的 距离 都 显得 远近 不 同 .。 
由 此 产生 的 疑问 是 ， 在 整个 g- 平 面 上 ， 能 否 保 证 
每 个 g- 点 都 不 比 其 它 9- 点 特殊 ， 任 一 g- 点 处 的 每 
个 g- 方 回 也 不 比 其 它 g- 方 向 特殊 呢 ? 

为 了 回答 这 个 问题 ， 需 要 考虑 g- 等 距 ， 即 把 
区 域 c 仍 变 到 co, 并 且 保 持 度 规 g 不 变 的 点 变换 。 
在 这 里 ， 利 用 复数 表示 形式 特别 方便 ， 

平面 上 极 坐 标 为 《7,9) 的 点 可 用 复数 宕 示 成 

2Z=7eit =~7(CO0S0 + isingy 
其 中 i 是 虚数 单位 。 点 z 在 单位 圆 内 的 充 要 条 件 
是 

之 之 过 1 
利用 复数 ， 可 将 度量 g 改写 成 


.ds =-— 4 gzdz 
(1 ~ 22)’ 
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现在 考虑 变换 

20 一 Eis 之 一 2 (1 ) 

1 — 202 
其 中 a 是 任意 实 常数 ，z, 是 复 常数 ， 满 足 条 件 
Zo Zo] 

由 此 可 得 

1 — 2z, S 

WB—1= [= 可 到 Pe 1Y 


因而 车 2z 过 1, 则 ww 之 1; 若 2z =1, 则 ww 十 =1 
若 2z>>1, 则 wwW>>1。 所 以 变换 (1) 把 单位 
圆 变 到 单位 圆 ， 把 单位 圆 的 内 部 变 到 单位 圆 内 部 
(把 单位 圆 外 部 仍 变 到 外 部 )， 

: 进而 ， 从 《1 》 式 计算 微分 dw, 可 验证 


4Ridwdw 4R’dzdz 
(1—-wH)’ (1-22)’ 


因而 变换 (1 ) 保持 度 规 g 不 变 。 这 表明 变换 
(1》 就 是 g- 等 距 . 
在 (1 ) 式 中 ， 令 2 =&, 得 w=0， 因 而 利用 
9g- 等 距 可 将 0 中 任 一 点 % 变 到 O 点 位 置 .又 设 岂 ,是 
CI 中 任意 一 点 , 取 zm = 一 e i?"ww6s 代入 《1) 式 后 ， 
令 zZ=0, 就 得 到 妈 = 2， 因 而 可 利用 g- 等 距 将 O 
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点 变 到 o 中 任意 点 ww,。 就 这 样 ， 以 OQ 点 为 桥梁 ， 
可 将 o 中 任 一 点 z。 用 g- 等 距 变 到 o 中 任 一 其 它 点 
we。。 又 把 g- 方 向 看 成 普通 方向 ， 那 么 由 于 O 扩 处 
可 利用 旋转 将 任 一 方向 变 为 其 它 任 一 方向 ， 绕 〇 
旋转 是 z, = 0 的 等 距 ， 所 以 在 o 中 任 一 其 它 点 忆 处 
也 可 通过 g- 等 距 将 任 一 方向 变 到 该 点 处 任 一 其 它 
方向 。 这 样 就 得 到 

定理 1 在 g- 平 面 中 ， 可 利用 g- 等 距 将 任 一 
9g- 成 妇 及 委 处 任 一 方向 变 到 任 一 指定 的 g- 点 如 及 
号 处 任 一 指定 方向 。 

这 个 定理 表明 ， 在 g- 几 何 中 ， 可 以 象 普通 的 
欧 氏 几何 那样 利用 重合 法 ， 把 图 形 从 一 个 位 置 移 
到 另 一 指定 位 置 。 

定理 1 还 表明 ， 在 9g- 平 面 中 ， 每 个 9- 点 都 不 
比 其 它 9- 点 特殊 。 这 意味 着 在 任何 两 个 9- 点 处 的 
高 斯 曲率 都 应 该 相等 。 现 在 我 们 来 计算 高 斯 曲率 
的 值 ， 对 照 线 元 的 一 般 有 形式 

Gs’ = Edw’: + SFdudv + Gdv’ 


可 知 在 这 里 
w=7, v= 《2》 
加 AR’ AR'r: 
Bed- -0 Oa-ry 
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当 玉 = 0 时 ， 计 算 高 斯 曲率 的 公式 是 
站 
(VG)s 
| VE ], 


把 《2 ) 式 和 《3) 式 代 入 ， 结 果 得 到 


由 于 开 是 负 常 数 ， 可 知 这 里 的 g- 几何 是 双 曲 凡 
何 . 

由 《3)》 式 得 到 
| E:F:G=1:0:7 
而 计算 曲线 交角 的 公式 只 与 五:R:G 有 关 ， 所 以 5 
中 任意 两 条 相交 曲线 按 度量 9 算出 的 交角 大 小 与 
按 欧 氏 度 量 ds: = dr +790 算出 的 结果 相同 。 这 
表明 两 条 曲线 的 9- 交 角 等 于 它们 在 普通 意义 下 的 
交角 。 所 以 可 将 “g- 交 角 ” 人 简称 为 交角 。 

下 面 求 9- 几 何 中 的 测 地 线 。 当 了 上 =0 时 ， 测 
地 线 的 微分 方程 是 

dr = 


ee 


1 ; 


TE mr Pe 
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| 
S 2 五 

dv _ _ 工 ,Ss 

一 SITY 


其 中 是 测 地 线 与 参数 曲线 7 = 常数 的 夹 角 。 以 
《2) 式 和 《3) 式 代 入 ， 化 简 后 得 到 


;;_r(r +1) 13 _ 2 i 
Cs 71 《 rons 


其 中 籁 号 表示 对 ?的 导数 。 当 久 = 0 时， 得 
0=C (4) 

0 为 常数 ,这 表示 通过 圆心 0 的 直线 。 当 外 隆 0 时 ， 
把 微分 方程 两 边 同 除 以 0”,， 便 可 积 出 ， 结 果 得 到 
rt1—Crsinc—-a)=0 (5) 

其 中 C 和 &% 是 常数 。 化 成 直角 坐标 方程 ， 得 
(Xa+y-D=a+b-—1 《f ) 
其 中 2、D 是 常数 ， 满 足 以 + 妨 >1。 这 表示 不 通 
过 O 〇 点 的 圆 ， 它 的 圆心 Q 《〈a,D) 在 单位 图 的 外 
面 ， 并 且 半 径 等 于 @Q 点 到 单位 图 的 切线 长 。 如 
图 ， 设 图 Q 与 圆 D 的 交点 是 MK 和 N， 则 QM 上 
OM， @N_LON. 这 表明 圆 @ 与 图 O 〇 正 交 ,总 
之 ， 通 过 OO 点 的 9 直线 是 单位 图 的 直径 ， 不 通过 

CO 点 的 9g- 直 线 是 与 单位 圆 正 交 的 贺 弧 ， 
两 个 g- 点 所,B 之 间 的 g- 距 离 用 记号 4(A4,B) 
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图 6 一 4 g- 距离 


表示 。d(A,B) 就 是 过 4 和 B 的 g- 直 线 在 A4 与 B 
之 间 的 曲线 弧 的 g- 弧 长 ， 如 果 点 委 与 单位 圆 的 加 
心 重合， 点 的 极 坐 标 是 《7,0),0<<7<1, 则 
g- 直 线 OB 的 极 坐 标 方程 是 9 =a， 因 而 


Ee EE EE eo 


- 
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_ 2R 由 1+r 
d(O, B) | rdr= Rn (7) 


如 上 图 , 设 g- 直 线 OB 交 单位 贺 于 以 、N, 则 OM = 
DN=1, MB=1+7,NB=1~7?， 所 以 《7》 式 
”可 写成 


MB.NO 
SE ON 


(8 ) 式 右边 的 表达 式 -35 信守 -叫做 四 点 了 、 


《8) 


N.O.B 的 交 比 ， 
可 以 证 明 ， 如 果 两 点 4、B 都 不 在 圆心 0 的 位 

置 ，g- 直 线 4B 交 单位 圆 于 M 和 N， 仍 有 
d (A,B) = RIn 


MB.NA 
MA.NB 

上 面 导出 的 这 些 
9- 几 何 的 概念 与 普通 
欧 氏 几何 概念 之 阅 的 
关系 ， 提 供 了 一 部 秤 
典 ， 可 以 用 来 把 双 曲 
几何 学 的 概念 和 命题 
翻译 成 欧 氏 儿 何 学 的 

普通 语言 ， 因 而 易于 
5 理解 。 这 种 利用 贺 域 
作为 双 曲 平面 几何 学 


《9) 
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的 解释 的 方法 ， 是 法 国 数学 家 应 加 菜 〈41854 一 
1912》 发 现 的 。 他 还 发 现 一 种 利用 半 平 面 解释 双 
曲 平 面 几何 学 的 方法 ， 其 中 把 平面 区 域 c 取 成 上 
半 平 面 g 之 0 而 把 度 规 取 成 


ds: = -二 (dx’ + dy’) 


庞 加 莱 还 发 现 ， 利 用 圆 域 或 半 平 面 作 出 的 双 曲 几 
何 学 的 解释 ， 与 复 变 函 数论 中 的 自 守 函数 有 关 。 


自 守 函数 满足 了 (2 二 了 ) 王 了 2z)， 其 中 qbcsG 


cz+d 


是 某 些 复数 ， 满 足 ad -bc 关 0。 这 类 函数 是 周期 
函数 的 一 种 推广 . 

现在 我 们 利用 上 面 
关于 圆 域 的 g- 几 何 学 中 
一 些 基 本 概念 的 直观 解 
释 ， 来 看 看 为 什么 在 这 
种 几何 学 中 欧 几 里 得 第 
五 公设 不 成 立 。 

如 图 6 一 6， 设 O 
是 单位 圆 的 圆心 ，9- 图 6 一 6 平行 线 
直线 4B 不 通过 O 点 , 并 与 单位 圆 交 于 点 M .N, 则 
砚 4 方 与 圆 O 正 交 。 过 O 点 的 直线 ， 凡 是 位 于 图 
中 面 有 和 斜 线 的 一 双 对 顶 角 内 的 都 不 与 9- 直 线 4B 
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相交 ， 它 们 叫做 4B 的 分 散 线 ， 位 于 另 一 双 对 顶 
角 内 的 都 与 9- 直 线 4B 相 交 ， 叫 做 4B 的 相交 线 。 
由 于 MX 和 和 是 单位 圆周 上 的 点 ， 它 们 不 属于 9-- 平 
面 ， 所 以 两 直线 OM .ON 与 9- 直 线 4 了 也 都 没有 
公共 点 。 两 条 g- 直 线 OM 和 ON 叫做 g- 直 线 4 如 的 
平行 线 。 因 为 每 个 9- 点 都 能 利用 g- 等 距 转 移 到 单 
位 圆 的 圆心 0， 过 O 点 的 每 条 g- 直 线 都 是 通常 意 
义 下 的 直线 (位 于 单位 贺 内 的 部 分 ) ， 所 以 得 
到 ， 

定理 2 ”在 g- 平 面 内 ， 过 9g- 直 线 1 外 的 任 一 
g- 点 Q 有 无 穷 多 条 不 与 ! 相交 的 g- 直 线 。 

推论 ”在 g- 几 何 中 ， 欧 儿 里 得 第 五 公设 不 成 
立 ， 

可 以 把 结果 搞 得 O 
更 精确 些 。 如 图 6 一 He 
7， 设 ! 是 平面 内 任 
一 直线 ， O 是 这 平面 1 
内 不 在 ! 上 的 任意 一 H 
点 ，OD_ LI， 垂 是 为 图 6 一 7 
H ,OH 的 长 度 为 hR。 又 设 OP 是 同一 平面 内 过 O 
点 的 直线 ， 一 HOP =0。 

各 果 政 几时 得 第 五 公设 成 立 ， 那 么 只 要 0< 
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志 ， 直 线 OP 就 一 定 与 1 相交 . 


但 是 罗 巴 切 夫 斯 基 证 明了 ， 在 双 曲 几何 学 
中 ， 证 4 从 0 开始 ， 逐 渐 增 大 ， 当 6 到 达 某 一 小 于 


均 的 确定 值 0, 时 ， 直 线 OP 就 开始 不 与 1 相交。 他 


把 这 个 界限 值 9。 叫做 平行 角 ， 并 且 导 出 了 平行 角 
与 垂 线 长 彤 之 间 的 关系 。 现 在 我 们 利用 g- 几何 
学 ， 可 以 很 容易 她 导出 罗 巴 切 夫 斯 基 的 这 个 结 
果 . : 

如 图 6 一 8， 设 
点 D 是 单位 圆 的 
心 ，9g- 直 线 ! 不 通过 
O 点 ， 因 而 是 一 条 与 
圆 O 正 交 的 圆 绝 . 
项 HN， 设 其 圆心 为 
Q@. 连 Q@N .ON, 由 圆 O 
与 圆 Q 在 点 四 正 交 ， 
得 QN_LON. 连 O@， 
交 项 HN 于 开 , 则 线 图 6 一 8 平行 角 
段 OH 是 g- 直 线 I 的 垂 线 。 设 

h=d(O,H)y, 0= HON 

则 9 是 平行 角 ， 要 寻求 0 与 h 之 间 的 关系 式 。 回 亿 
g- 距 离 的 计算 公式 (7》， 得 
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102 
_ 1+OH 
hb OF: 
由 此 解 出 OH, 得 
a h 
OH = th (10) 


另 一 方面 , 设 <OQH = yp, 从 AON@ 得 
OH-O0Q-QH -一 上 __ctgw 


sing 
- 工 一 COSO_ _tg9 
Sinp = 鸽 束 
与 〈10) 式 比 较 ， 得 
op h 
tg =thaR 
因而 
: h 
， 2th 5 
g9P = hn 
h h 
?sh a 2R 
he 
ch aE — Sh -二 
h 
= Sh- 丈 一 
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再 注意 = 六 - 0 就 得 到 所 需 的 关系 式 


_aph 
ctg0 = Sh- 丽 一 


从 上 式 知 道 ， 当 及 >oo 时 ， 6~> 忒 。 因 而 ， 
当 忆 很 大 ， 即 高 斯 曲率 下 = - -元 -与 0 相差 很 小 


时 ， 6 近似 等 于 二， 这 时 欧 几 里 得 第 五 公设 近似 
地 成 立 。 
现在 考察 9- 三 角形 的 内 角 和 。 
如 图 6 一 9，g- z 
三 角形 QBC 的 三 边 分 
别 是 线段 0B、0QC 和 
加 @ 的 弧 BC. 过 点 B、 
C 分 别 作 圆 Q 的 切 
线 ， 交 于 点 工 。 记 
CC= 一 BODC 
p= LOBT 
?= 一 OCT 
则 a,B6,? 是 g- 三 角形 图 6 一 9 内 角 和 
COBC 的 三 个 内 角 。 连 BC, 得 
c+p+Dp<a+ 一 OBC+ 一 OCB 


-一 -一 
Te 
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由 
“ Cth+y<x 
从 图 6 一 9 还 可 发 现 一 些 有 价值 的 事实 。 延 
长 OB, 交加 @ 于 B'; 连 B'C。 记 
OG=x- (a+ B+y) 
则 有 
BC- LTCB = 5 


Zz 
由 此 推出 


ZOBC B+ 0C8 Be. 


芯 
一 DB'C =- 了， 一 BCB', = 


这 样 一 来 ， 人 AOBC 和 八 OB'C 的 各 个 角 都 可 以 
用 9g- 三 角形 的 内 角 ab. 和 角 欠 6 简单 地 表示 
出 来 。AOCBC 和 AOB'C 都 是 普通 的 平面 三 角 
形 ， 它 们 的 边 与 角 之 间 应 该 满足 通常 的 正 效 是 
理 、 余 强 定理 等 平面 三 角 公 式 。 如 果 能 再 把 
AOBC 和 和 人 OB'C 的 各 边 用 9g- 三 角形 的 边 表 示 
出 来 ， 就 可 以 从 人 和信 OBC 和 八 QB'C 的 边 角 关 系 
导出 9- 三 角形 的 边 角 关 系 了 。 

为 此 ， 设 

a=d(B,C), b=d(0O,0O), c=d(0,B) 

需要 把 图 6 一 9 中 的 线段 OB,OC,OB'\BC、 
B'C 都 用 ap.c 表 示 出 来 。 
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首先 ， 利 用 g- 距 高 的 计算 公式 “7》， 得 


1+OB 
1- OB 


c=d(O,B) = Rin 
b=d(O,C) = 1+tOC 
由 此 解 出 OB.QC, 得 


c 四 b 
OB-th 3? OC =th 78 C11) 


其 次 ， 由 于 O 〇 点 到 圆 久 的 切线 长 等 于 单位 圆 半 
径 ， 由 切割 线 定理 得 OB'.OB -= 1。 以 (11) 式 
代入 ， 得 

1 Cc 


现在 求 BC 的 表达 式 。 为 了 简化 计算 ， 利 用 
复数 表示 点 的 位 置 。 设 点 O.B.C 分 别 对 应 于 复 


数 0、Z,、z:， 则 
_ C 时 本 b 
zj = 0B= th py |2,| =0C =th = 
在 9- 等 距 的 一 般 公式 (1) 中 ， 取 a=0，%= 
2 成 为 
2 一 之 ， 
人 一 雹 ， 之 


它 把 点 B(z =%,) 变 到 点 OCw = 中), 把 点 C(2=2,) 
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F 


变 到 点 W(w = 卫生 尖 -)。 因 为 变换 是 9- 等 距 ， 


所 以 
d(O, W) =d(B,C) =a 
所 以 
Zi 一 
一 区; 多， 
此 外 ， 容 易 验 证 下 面 的 恒等式 ， 
《1 天 2 *) 《1 WE ]z:| 2 
二 l1 — 2,%,| i |2,— ,| 
利用 上 面 这 些 结果 ， 得 到 
BC = |2,— 2,| 
-VE 区 Fw ET 
~/ |1 -#2,|’~|2,— 2,|: 


加 二 《13) 
=OW = th 


re 
| 


_vV1 Zz,|? * A/ 有 EA 


-” 1 — 有 :2， 一 
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化 简 得 
a 
3 
ch ch 5 元 


最 后 计算 BC。 由 B' 对 应 的 复数 为 -二 -， 得 


B'C - 1 |= |1 ~ z, ,| 


丈 ， 13 | 


之 ;一 


_ (2.— ,| > 1 2 之 ， | 


| z, | ,一 
-_BC。_1 
OB Ow 


将 等 式 〈i2) 、 (13》〉》、 14》 代入， 化 简 得 


B'C =—— (15) 


把 得 到 的 各 有 关 线 段 积 角 的 表示 式 填 入 图 
6 一 9 ,然后 擦 去 多 余 线条 ,得 到 图 6 一 10。 这 是 
一 个 非常 有 用 的 算 图 。 图 中 共有 三 个 普通 的 三 角 
形 ; 人 OBC、. 人 0B'C、 八 BB'C。 对 于 图 中 不 局 
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的 三 角形 ， 以 及 一 个 三 角形 的 不 闻 的 边 和 和 角 ， 应 
用 通常 的 平面 三 角 公 式 ， 再 把 公式 涉及 的 线段 和 
角 用 图 中 标注 的 量 代 入 ， 化 简 后 ， 就 得 到 双 曲 几 
何 学 中 的 一 些 三 角 公式 . 通过 字母 轮换 ， 可 以 得 
到 更 多 的 双 曲 几何 学 中 的 公式 。 


Cha /ch 将 sh 订 
图 6 一 10 算 图 
例如 ， 从 算 图 中 的 人 ABCB' , 对 一 了 和 一 C 应 
用 正弦 定理 ， 以 图 中 标注 的 量 代 入 后 ， 得 


,2 
CR 
sing 
他 
SD 
六 b c 6 
CR 
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化 简 ， 得 
b uo b ce 
Se hh 
sing sin- 


由 此 将 字母 轮换 ， 得 到 


a b c 
sn -元 一 sh—— sh- ~ 


ET 


a b c 
2Sh PR shzR sh-7F 


sin9- 
这 是 双 曲 几何 学 中 的 正 弱 定 理 . 
又 如 ， 从 算 图 中 的 人 QBC， 对 于 二 QO 应 用 余 
弱 定 理 ， 将 图 中 标注 的 有 关 量 代入 ， 化 简 得 


a b c 


Psh cosa 
这 是 双 曲 多 何 学 中 的 余 汞 定理 。 

上 而 利用 圆 域 中 的 负 常 曲率 度量 ， 浏 览 了 双 
曲 平面 几何 学 的 一 些 重要 结论 。 如 果 把 单位 加 内 
部 换 成 单位 球面 内 部 ， 二 维 负 常 曲 率 度量 换 成 三 


— sh 
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维 负 常 曲率 度量 


1 4E’ 3 3 Ty 2 
ds = Cy (dr + ra0 + rsin’ Ap 


那么 所 得 到 的 三 维 黎 妊 几何 将 是 双 曲 空间 的 立体 
几何 学 和 微分 几何 学 . 

同一 区 域 可 以 配备 不 同 的 ds* 表达 式 ， 如 果 
借助 物理 的 类 比 ， 就 会 党 得 很 容易 理解 .我 们 可 
以 设想 ， 用 一 种 线 膨 胀 系数 很 大 的 金属 ， 制 成 一 
把 很 短 的 尺 ， 可 以 用 来 在 空间 各 点 测量 很 小 的 长 
度 ds。 这 时 ， 如 果 区 域 c 中 各 点 的 温度 差别 十 分 
显著 ， 那 么 在 c 中 不 同位 置 处 ， 由 于 热 胀 冷 缩 
短 尺 的 长 度 将 发 生变 化 。 因 而 在 各 点 处 量 得 的 长 
度 值 ds 将 有 不 同 程度 的 牌 曲 。 区 域 o 中 的 每 一 种 
温度 分 布 状况 都 导致 一 个 ds: 表达 式 , 不 同 的 温度 
分 布 状况 导致 不 同 的 ds* 表达 式 。 
”现在 我 们 转向 几何 学 观念 的 另 一 推广 途径 ， 
看 看 射影 几何 方面 的 发 展 情况 ， 

射影 几何 学 研究 的 最 初 动力 ， 是 为 了 对 绘画 
提供 帮助 。 通 家 们 为 了 使 他 们 的 作品 富有 立体 
感 ， 必 须 研 究 透 视 学 。 下 面 一 幅 饥 版画 是 德国 画 
家 丢 勒 (1471~1528》 的 作品 ， 生 动 地 记载 了 中 
世纪 的 画家 怎样 研究 透视 。“ 透 视 ” (perspect- 
ive) 这 个 名 词 ， 是 从 拉丁 文 perspecto 〈 透 过 … 
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图 6 一 11 中 世纪 画家 怎样 研究 透视 


看 去 ) 译 过 来 的 。 当 初 研究 透视 ， 是 采取 一 个 透 
明 的 平面 迎 在 眼睛 的 正 前 方 ， 透 过 这 平面 去 看 景 
物 , 把 看 到 的 样子 毫 不 错位 地 描画 在 这 个 平面 上 ， 
就 得 到 了 该 景物 的 透视 图 .从 数学 上 看 ,这 就 需要 
研究 物体 在 中 心 射 影 之 下 有 哪些 性 质保 持 不 变 。 

自学 成 名 的 法 国 数学 家 笛 沙 格 (1591 一 1661) 
通过 研究 透视 法 ， 开 创 了 射影 几何 学 的 研究 。 

绘画 中 常用 的 透视 法 基本 规律 有 三 条 ， 

1。 平 行 直线 消失 于 一 点 。 就 是 说 ， 当 一 组 
立行 直线 向 远 处 延伸 时 ， 应 该 画 成 延长 后 交 于 一 
点 。 这 一 点 叫做 消 点 ， 又 叫 灭 点 。 
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2， 近 大 远 小。 就 是 说 ， 同 样 大 小 的 东西 ， 
在 近 处 看 显得 大 ， 在 远 处 看 显得 小 。 这 条 规律 是 
与 前 面 一 条 规律 联系 在 一 起 的 。 

3。 平面 消失 到 一 条 直线 上 。 就 是 说 ， 在 一 
个 不 与 视线 垂直 的 平面 上 ， 越 往 远 去 ， 图 形 显得 
越 小 ， 直 至 最 后 消失 为 一 点 ， 所 有 这 些 消失 点 应 
该 画 在 同一 条 直线 上 ， 这 条 直线 叫做 消 线 ， 又 叫 
灭 线 。 例如， 要 面 一望 无 际 的 渭 滔 水 面 ， 在 画面 
上 总 是 在 天 与 水 之 间 画 一 条 分 界 的 直线 ， 这 条 直 
线 就 是 水 面 的 消 线 。 

与 这 些 透 视 规律 相 对 应 ， 笛 沙 格 在 每 条 直线 
上 添 进 一 个 新 的 点 ， 叫 做 无 穷 远 点 ， 在 每 个 平面 
上 添 进 一 条 新 的 直线 ， 叫 做 无 穷 远 线 ， 他 假定 每 
条 直线 上 有 且 只 有 一 个 无 穷 远 点 ， 一 组 平行 直线 
有 公共 的 无 穷 远 点 ;每 个 平面 上 有 且 只 有 一 条 无 
穷 远 线 ， 一 组 平行 平面 有 公共 的 无 穷 远 线 。 在 中 
心 射影 之 下 ， 无 穷 远 点 可 以 投射 成 普通 点 ， 具 体 
表现 为 对 应 的 一 组 平行 直线 投射 成 相交 直线 ， 普 
通 点 也 可 以 投射 成 无 穷 远 点 ， 具 体 表 现 为 相交 直 
线 在 特殊 情形 下 可 以 投射 成 平行 直线 .因此 , 通过 
这 祥 引 进 无 穷 远 元 素 久 后， 平行 线 与 相交 线 之 间 
的 差别 不 见 了 ， 平 面 上 任何 两 条 直线 都 有 且 只 有 
一 个 公 江 点 .同样 地 ， 空 间 中 任何 两 个 平面 都 有 
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且 只 有 一 条 公共 直线 。 

引进 这 样 的 无 穷 远 元 素 后 ， 带 来 很 多 方便 ， 
例如 ， 产 生 了 非常 有 用 的 对 偶 原 则 。 在 一 个 关于 
射影 平面 上 的 图 形 的 命题 中 ， 把 点 换 成 直线 ， 直 
线 换 成 点 ， 点 在 直线 上 换 成 直线 过 点 ， 直 线 过 点 
换 成 点 在 直线 上 ,点 的 轨迹 换 成 直线 族 的 包 络 , 直 
线 族 的 包 络 换 成 点 的 轨迹 ， 这 样 得 到 的 新 命题 ， 
叫做 原来 命题 的 对 偶 命 题 。 对 偶 原 理 断 言 ， 若 原 
命题 正确 ， 则 其 对 偶 命 是 也 正确 。 例 如 ， 考 虑 命 
题 。， 任 给 两 点 ， 则 必 有 和 且 仅 有 一 直线 同时 通过 这 
两 点 。 它 的 对 偶 命 题 是 ， 任 给 共 面 二 直线 ， 则 必 
有 且 只 有 一 点 同时 在 这 两 条 直线 上 。 在 射影 平面 
上 ， 这 两 个 互相 对 偶 的 命题 都 是 对 的 。 

笛 沙 格 把 欧 氏 平面 和 欧 氏 空间 改造 成 射影 平 
面 和 影射 空间 ， 为 射影 几何 学 的 发 展 打 下 了 基 
础 。 但 是 这 件 工 作 却 与 欧 几 里 得 前 平行 理论 大 别 
反 调 。 在 欧 几 里 得 的 平行 理论 中 ， 在 一 平面 内 ， 
过 已 知 直 线 外 一 点 有 一 条 且 只 有 一 条 与 它 不 相交 
的 直线 ， 由 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 亚 诺 什 . 鲍 耶 
发 现 的 双 曲 几何 学 断言 这 样 的 直线 有 无 穷 多 条 ， 
而 由 笛 沙 格 创 始 的 射影 几何 学 却 断 言 这 样 的 直线 
连 一 条 也 没有 。 双 曲 几 何 学 在 1826 年 才 公开 发 
表 ， 结 果 激 起 一 场 轩然大波 ， 笛 沙 格 早 在 1636 年 


一 Te 
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就 出 版 了 一 本 关于 透视 法 的 小 册子 ，1639 年 出 版 


了 他 的 主要 著作 《 试 论 锥 面 截 一 平面 所 得 结果 的 
初稿 》， 结 果 却 能 安然 无 兰 。 假 定 间 一 平面 内 任 
何 两 条 直线 都 相交 ， 昌 然 不 与 哆 几 里 得 第 五 公设 
直接 抵触 ， 却 与 《几何 原本 》 中 的 另外 一 些 公设 
和 公理 不 相 容 。 但 是 人 们 却 能 接受 射影 几何 学 ， 
并 且 乐 于 发 展 射影 几何 学 ， 因 为 确实 看 到 它 很 有 
用 。 

通常 的 直角 坐标 系 只 能 表示 普通 点 ， 不 能 表 
示 无 穷 远 点 。 怎 样 把 坐标 系 如 以 适当 改造 ， 使 它 
也 能 用 来 表示 无 穷 远 点 呢 ? 

首先 考虑 一 条 射影 直线 的 情形 . 

如 果 ! 是 一 条 普通 直线 ， 那 么 只 要 把 1 看 成 一 
个 数 轴 ， 就 可 将 1 上 的 每 一 点 用 一 个 实数 k 表 示 、 
直线 ! 上 对 应 于 实数 K 的 点 ， 记 为 Pr。 

现在 设 ! 是 一 条 射影 直线 ，P.。 是 ! 上 的 无 穷 
远 点 。 因 为 引进 无 穷 远 点 是 与 中 心 射 影 有 关 的 ， 


”所 以 可 将 ! 取 为 坐标 平面 上 的 直线 y = 1, 并 将 坐标 


原点 O 取 为 射影 中 心 ， 考 察 通过 DO 点 和 1 上任 一 
点 的 直线 . 

如 图 6 一 12， 宜 线 ! 上 的 普通 点 Pr, 现在 具有 
坐标 (fg,1)， 直线 OP， 的 方程 可 写成 X= ky, 直线 
OP 被 单位 圆 截 得 的 线段 是 一 条 直径 有 Ai。A4. 令 
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图 6 一 12 无 穷 远 点 的 表示 


kk 一 + oo 而 取 极 限 ， 则 44 将 落 到 x 轴 上 上 ， 成 
为 图 6 一 12 中 的 直径 A'ooAAoo, 它 对 应 于 ! 上 的 无 
穷 远 点 Poo。 又 车 令 KE -co 而 取 极 限 ， 则 
A'iAi 仍 将 落 到 Xx 轴 上 ， 这 表明 沿 ! 向 相反 方向 无 
限 远离 时 ， 仍 趋 于 同一 个 无 穷 远 点 P。， 

总 之 ， 射 影 直线 1 上 任 一 点 了 可 用 单位 圆 的 
一 条 直径 4A'A 表 示 ， 当 卫 是 无 穷 远 点 时 4'A41/ 1， 
了 不 是 无 穷 远 点 时 A'A 与 1 交 于 点 卫 。 无 穷 远 点 
是 假想 的 ， 单 位 圆 中 平行 于 1 的 直径 却 是 实在 
的 。 所 以 ， 要 问 怎样 确定 P 点 在 工 上 的 位 置 ， 只 
需 考虑 怎样 确定 直径 4'A 的 位 置 。 直 线 4'4 通 过 
坐标 原点 DO， 它 上 面 除 O 而 外 各 点 的 对 应 坐标 
都 成 比例 。 所 以 可 用 直线 A4'A4 上 异 于 〇 的 任 一 点 
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(x,，w,) 的 两 坐标 之 比 X,:X, 来 确定 点 了 了 在 i 上 的 
位 置 。 这 样 就 导致 点 的 齐 次 坐标 的 概念 . 

把 殉 氏 直线 ! 看 成 数 轴 ， “上 上 任 一 点 PP 所 对 
应 的 实数 x 可 到 为 点 卫 的 一 种 坐标 ， 叫 做 非 齐 次 
坐标 。 现 在 令 

X: 天 0， = 

其 中 %, 可 任意 选取 ， 只 要 不 为 零 ， 这 样 得 到 的 有 
序数 组 Cx:,，2X2) 叫做 点 卫 的 齐 次 坐标 。 厦 (Yu 
X:) 是 卫 点 的 齐 次 坐标 ， p 隆 0， 则 数组 (px, 
pX:) 也 是 了 点 的 齐 次 坐标 。 

现在 在 ! 上 添 进 无 穷 远 点 Poo， 把 它 扩充 成 射 
影 直线 ， 并 且 规 定 了 。 的 齐 次 坐标 是 (X,，0), 其 
中 心 天 0。 

这 样 一 来 ， 无 论 是 ! 上 的 普通 点 或 无 穷 远 
点 ， 都 可 用 齐 次 坐标 表示 成 (X,，。X,)，。 其 中 x， 和 
2X: 不 同时 为 0 ， 并 且 对 于 PpP 关 0，(pX1，pPX,) 与 
(xz,，2z) 表 示 同 一 点 。 当 :天 0 时 为 普通 点 ， 其 


非 齐 次 坐标 为 “= 于， 当 X, = 0 时 为 无 穷 远 点 ， 


. 它 没有 非 齐 次 坐标 . 

类 似 地 可 在 射影 平面 上 引进 齐 次 坐标 。 先 考 
虚 欧 氏 平 面 上 的 任意 点 P， 设 它 的 直角 坐标 是 
(X,Yy)， 称 它 为 P 点 的 非 齐 次 坐标 。 令 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 
ttp: \\maths352. bokee. com 


17 


XT 0 Xm Ts NY 
其 中 x, 可 任意 选取 ， 只 要 不 为 零 。 有 序数 组 (x,， 
Xs,X，》 称 为 点 卫 的 齐 次 坐标 。 然 后 在 平面 上 添 
进 无 穷 远 点 ， 规 定 它们 的 齐 次 坐标 是 (xx 0)， 
其 中 Xx, 和 Xx， 不 同时 为 0 ， 并 且 对 于 p 隆 9。 数组 
(pXs PXs，0) 与 (X,sX,,0)》 表示 同一 个 无 穷 远 
点 。 

欧 氏 平面 上 直线 的 方程 是 

AxX+By+C=0 
”机 边 同 苹 以 xX;,， 化 为 
AXx, + BXx,+ Cx, =0 

其 中 A、B.C 不 全 为 0 。 这 就 是 射影 平面 上 直线 
方程 的 一 般 形 式 。 如 果 无 穷 远 点 Ps 的 齐 次 坐标 
《Xx,, XY,, 0) 满足 上 述 一 次 齐 次 方程 , 就 说 无 穷 远 点 
P。 在 这 条 直线 上 。 无穷 远 线 的 方程 是 xX,=0， 

完全 类 似 地 ， 可 以 在 n 维 殉 氏 空间 中 添 进 无 
穷 远 元 素 ， 使 它 成 为 7 维 射影 空间 ， 并 在 其 中 引 
进 齐 次 坐标 。7 维 射影 空间 中 一 点 的 齐 次 坐标 是 
n+1 个 数 所 成 的 有 序 组 (Xs X,，…,Xn+1)， 这 些 数 
不 全 为 零 ， 并 且 如 果 用 任 一 不 为 0 的 数 p 去 乘 它 
们 ， 得 到 的 数组 (PpXis PX,，… PXn+1) 仍 表 示 同 
一 点 。 无 穷 远 点 由 条 件 Xa:: = 0 确定。 还 可 考虑 
坐标 为 虚数 的 点 ， 称 它们 为 炭 点 。 


”一 一 一 -一 一 一 -一 -一 一 
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2 维 的 情形 搞 清 楚 了 ，7 维 Gi 二 2) 的 情形 就 
可 仿照 处 理 。 所 以 下 面 只 考虑 2 维 情形 。 

两 个 射影 平面 之 间 的 点 的 一 个 一 一 对 应 ， 如 
果 把 共 线 点 仍 变 到 共 线 点 ， 就 叫做 一 个 射影 对 
应 。 中 心 射 影 是 射影 对 应 的 特例 。 从 一 个 射影 平 
面 到 它 自 己 的 射影 对 应 叫做 射影 变换 。 平 面 射影 
变换 的 一 般 形 式 是 

px = Aux, + A,x,+ AX, 
DT = AX, + A,,Xx, + A,Xx, 
px, = As Xt A,Xx,+ AX 
其 中 的 (Xs，X，X;) 和 (XxX, '，X,'，X;'》 分别 是 
变换 前 的 变换 后 的 点 的 齐 次 坐标 ， 系 数 行列 式 
ix 天 0，Pp 天 0。 

顺 次 施行 两 个 变换 S; 和 和 S, 的 结果 ， 仍 是 一 个 
变换 ， 称 为 变换 ,和 9: 的 乘积 。 使 每 个 点 都 不 改 
变 位 置 的 变换 叫做 恒 等 变 换 。 如 果 顷 次 施行 两 个 
变换 的 结果 得 到 全 等 变换 ， 就 说 后 一 个 变换 是 前 
一 个 变换 的 道 变换。 从 点 和 集 以 到 它 自己 的 一 些 变 
换 所 成 的 集合 二 ， 如 果 包 含 其 中 每 两 个 变换 的 乘 
积 ， 包 含 恒 等 变 换 ， ei a 
变换 ， 就 说 之 是 一 个 变换 群 。 

n 维 射影 空间 的 全 体 射影 变换 组 成 一 个 变换 
群 ， 叫 化 射影 群 。 射 影 几 何 学 研究 在 射影 变换 下 
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保持 不 变 的 那些 性 质 。 

把 每 个 无 穷 远 点 仍 变 到 无 穷 远 点 的 射影 变换 
叫做 仿 射 变换 。 仿 射 变换 也 构成 一 个 变换 群 ， 叫 
做 仿 射 群 。 关 于 在 仿 射 变换 下 保持 不 变 的 几何 性 
质 的 研究 ， 记 构成 一 个 几何 分 支 ， 叫 做 仿 射 几何 
学 。 平行 射影 可 看 成 从 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 
一 种 特殊 的 仿 射 对 应 。 关 于 平行 射影 的 性 质 的 内 
容 的 研究 ， 属 于 仿 射 几何 学 的 一 部 分 ， : 

如 果 从 一 个 变换 群 G 中 选取 一 部 分 变换 构成 
集合 吾 ， 使 得 仍 是 一 个 变换 群 ， 就 说 于 是 避 的 
子 群 。 仿 射 群 就 是 射影 群 的 一 个 子 群 . 

粗略 地 说 ， 一 个 变换 群 就 是 一 个 整套 变换 ， 
一 个 变换 群 的 子 群 ， 就 是 从 一 大 套 变换 里 挑选 出 
来 的 一 小 套 变换 。 在 变换 群 G 的 所 有 变换 下 都 保 
持 不 变 的 一 般 性 质 ， 在 子 群 瑟 下 也 都 不 变 ， 但 是 
反 过 来 却 不 行 , 子 群 H 有 它 自己 的 特点 , 它 与 G 相 
比 ， 能 够 保持 更 多 的 性 质 不 变 。 例 如 ， 在 仿 射 几 
何 中 可 以 研究 平行 性 ， 平 行 性 在 仿 射 群 下 保持 不 
变 ， 在 射影 群 下 却 不 再 保持 。 

欧 凡 里 得 几何 研究 图 形 的 形状 、 大 小 和 相关 
位 置 。 保 持 这 些 性 质 的 变换 ， 是 旋转 、 平 移 、 轴 
对 称 和 中 心 对 称 等 刚体 运动 和 相似 变换 。 所 有 这 
些 变 换 和 它们 的 乘积 也 组 成 一 个 变换 群 ， 叫 做 运 
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动 群 。 运 动 群 是 仿 射 群 的 子 群 。 欧 氏 儿 何 是 研究 
运动 群 下 不 变性 质 的 几何 分 支 。 

运动 群 也 是 射影 群 的 子 群 。 因 此 ， 可 以 扩大 
到 射影 几何 范围 内 ， 从 射影 角度 重新 认识 欧 氏 元 
何 。 哆 氏 几 何 中 有 长 度 和 角度 概念 ， 这 些 量 在 射 
影 变换 下 一 般 都 要 发 生 改 变 。 法 国 数学 家 拉 盖 尔 
《1834 一 1886) 研究 角度 在 射影 变换 下 怎样 变 
化 ， 结 果 在 1853 年 发 现 用 虚 圆 点 定义 角 的 方法 。 
所 谓 虚 圆 点 ， 是 在 射影 平面 上 具有 章 次 坐标 (1。 
i，0) 和 《1， 一 i,，0) 的 两 个 无 穷 远 虚 点 ， 它 们 满 
足 圆周 的 齐 次 方程 

Xt+X +X =0 

同样 在 1853 年 ， 英 国 数 学 家 凯 革 《1821 一 
1895) 独立 地 把 这 方面 研究 向 前 推进 了 一 大 步 ， 
他 用 一 条 任意 的 二 次 曲线 代替 虚 圆 点 ， 把 这 条 特 
定 二 次 曲线 称 为 绝对 形 ， 利 用 它 来 定义 长 度 和 和 角 
度 的 度量 。 推广 到 空间 ， 则 用 一 个 任意 的 二 次 曲 
面 作为 绝对 形 。 

德国 数学 家 菲 利 死 斯 ， 死 莱 因 (1849 一 1925)》 
接受 了 凯 莱 的 思想 ， 并 加 以 发 展 ， 使 得 在 射影 几 . 
何 学 框架 中 也 能 研究 非 殉 几何 ， 他 证 明了 ， 当 绝 
对 形 是 非 退 化 实 图 形 时 ， 得 到 负 常 曲率 的 几何 3 
绝对 形 是 非 退 化 虚 图 形 时 ， 得 到 正常 曲率 的 疙 
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何 ， 而 当 绝 对 形 退 化 为 一 对 重合 直线 时 ， 则 得 到 
殉 氏 几何 .根据 这 些 情况 ， 他 把 负 的 常 曲率 几何 
称 为 双 曲 几何 ， 正 的 常 曲 率 几何 称 为 椭圆 几 和 何 ， 
殉 氏 几何 称 为 抛物 几何 。 采 用 这 些 术语 的 原因 ， 
是 因为 考虑 到 下 面 的 类 比 ， 双 曲线 、 椭 加 、 抛 物 
线 与 无 穷 远 线 的 实 交 点 的 个 数 分 别 是 2、0、 
1 ; 而 当 绝 对 形 是 非 
退化 实 二 次 曲线 、 非 
退化 虚 二 次 曲线 和 退 
化 为 一 对 重合 直线 
时 ， 它 们 与 一 直线 的 
实 交 点 的 个 数 也 分 别 
是 2、0、1， 

就 这 样 ， 非 利克 
斯 . 克 莱 因 从 另 一 途 
径 再 次 证 明了 ， 和 确实 

图 6 一 13 非 利 克 斯 ' 克 莱 因 ”存在 着 使 吹 几 里 得 第 
五 公设 不 成 立 的 几何 。 

菲 利 克 斯 - 克 莱 因 的 最 著名 的 工作 ， 是 他 在 
一 篇 被 称 为 “ 爱 尔 朗 根 纲要 ”的 演讲 中 提出 的 几 
铅 观 点 。“ 爱 尔 朗 根 纲要 ”的 全 名 是 《关于 现代 内 
何 学 研究 的 比较 考察 一 一 1872 年 在 爱 尔 朗 根 大 学 
评论 会 及 哲学 院 开 学 典礼 上 提出 的 网 要 》。 在 这 
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篇 演讲 中 ， 他 不 但 考虑 普通 的 空间 ， 也 考虑 抽象 
的 多 维 流 形 。 通 过 对 当时 已 经 发 展 起 来 的 各 种 各 
样 的 几何 学 加 以 比较 和 考察 ， 菲 利克 斯 . 克 莱 因 
指出 ， 作 为 几何 学 的 推广 ， 可 提出 下 面 的 一 般 性 
问题 ， 给 了 一 个 流 形 和 这 个 流 形 的 一 个 变换 群 ， 
建立 关于 这 个 群 的 不 变性 理论 。 

十 年 以 前 ， 在 国内 的 数学 界 ， 只 要 提起 克 莱 
因 这 个 姓 ， 人 们 立刻 会 想起 把 几何 学 与 变换 群 联 
系 在 一 起 的 著名 论点 。 但 是 近来 人 们 逐渐 熟悉 另 
一 位 克 莱 因 ， 因 为 在 1979 年 至 1981 年 间 ， 当 代 的 
数学 史家 莫 里 斯 . 克 莱 因 的 《古今 数学 思想 》 中 
译本 1 ~ 4 卷 陆 续 出 版 ， 引 起 了 很 多 人 的 兴趣 . 
虽然 前 者 的 姓 是 Klein, 后 者 的 姓 是 及 line， 译 成 
中 文 却 只 字 不 差 。 为 了 将 两 位 克 莱 因 互相 区 别 ， 
我 们 在 提 到 他 们 的 姓 时 ， 同 时 也 写 出 他 们 的 名 字 
菲 利 克 斯 或 莫 里 斯 ， 希 望 不 致 引起 混淆. 

非 利 克 斯 . 克 莱 因 的 “ 爱 尔 朗 根 纲要 ”不 但 
是 里 程 碑 ， 也 是 一 个 转折 点 。 在 十 九 世纪 的 最 后 
三 十 年 里 ， 数 学 家 们 认识 到 ， 几 何 学 大 厦 固 然 有 
可 能 继续 向 高 层 发 展 ， 然 而 当务之急 却 是 突击 加 
固 它 的 根基 。 通 过 对 欧 几 里 得 第 五 公设 的 研究 ， 
暴露 出 欧 几 里 得 《几何 原本 》》 中 的 漏洞 实在 是 太 
多 、 太 大 了 。 
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草 村 庆 眼 疾 ， 
雪 尽 马蹄 轻 。 
( 唐 〉 王 维 : 《 观 猎 》 


德国 哲学 家 卜 本 华 (1788 一 1860〉 在 1844 年 
说 ,他 感到 很 奇怪 ,数学 家 们 攻击 欧 儿 里 得 的 平行 
公设 ， 而 不 去 攻击 “彼此 重合 的 量 相 等 "这 一 条 公 
理 . 权 本 华 认 为 ,重合 的 图 形 自 然 是 恒 等 的 或 相等 
的 ， 因 而 无 需 什 么 公理 .况且 ,这 条 公理 预先 假设 
了 图 形 的 可 移动 性 ， 但 是 能 在 空间 中 移动 的 是 物 
质 , 因 而 超出 了 几何 的 范围 .哲学 的 着 眼 点 与 数学 
的 着 眼 点 有 所 不 同 ， 数 学 家 们 未 必 完 全 赞成 叔 本 
华 提出 批评 的 理由 ,但 是 对 于 他 批评 的 这 件 事 , 却 
早已 注意 到 了 。 早 在 十 六 世纪 ， 数 学 界 就 已 有 人 
批评 了 欧 几 里 得 用 重合 法 证 明 有 关 全 等 的 定理 。 
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在 《几何 原本 》 的 公理 表 中 ， 专 门 批评 第 五 
公设 ， 确 实 太 不 公平 。 其 它 公设 、 公 理 并 不 都 是 
无 懈 可 击 的 。 除 去 “彼此 重合 的 量 相等 ”也 受到 批 
评 而 外 ， 第 四 条 公设 “所 有 直角 彼此 相等 ”也 成 
为 怀疑 的 对 象 ， 有 人 认为 它 应 该 也 能 证 明 出 来 。 

另 一 种 批评 意见 正好 相反 ,， 认 为 《几何 原 
本 》 的 公理 表 似乎 不 大 够 用 ， 还 应 该 放 更 加 完备 起 
来 。 

例如 ， 在 第 二 节 中 ， 我 们 介绍 了 《几何 原 
本 》 中 第 一 卷 命 题 一 的 全 部 解答 过 程 。 如 果 以 严 
格 的 眼光 重新 审查 这 个 解答 过程， 就 会 发 现 ， 其 
中 所 用 到 的 论据 ， 除 去 《几何 原本 》 里 已 列 出 的 


定义、 公理 和 公设 而 外 ， 还 包含 其 它 的 基本 假 


定 。 命 题 1 的 内 容 是 ， 以 一 已 知 线段 为 一 边 ， 作 
等 边 三 角形 。 作 法 要 点 是 ， 设 已 知 线段 为 AB， 
以 4 为 圆心 、AB 为 半径 作 圆 ， 以 也 为 圆心 、BA 
为 半径 作 圆 ， 两 圆 交 于 点 C， 连 CA、CB， 则 
人 ABC 即 为 所 求 。 在 这 个 作法 中 ， 画 图 有 公设 
3 作 依据 ， 连 直线 有 公设 1 作 依 据 ， 但 是 为 什么 
两 加 一 定 相交 呢 ? 在 这 里 ， 黑 认 了 回 是 连续 不 断 
的 ， 要 想 从 圆 内 突破 圆圈 的 包围 而 到 达 圆 外 ， 必 


em ee oa 


说 ， 直 线 和 圆 的 连续 性 是 至 关 重 要 的 基本 性 
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哪怕 它们 上 面 只 有 一 些 极 其 微小 的 缺口 ， 就 条 画 
农用 率 访 区 转 坡 面 出 的 电 肠 医 全 的 线条 那样， 涉 
及 相交 菌 二 切 定 理 就 都 必须 重新 检查 。 址 性 的 
是 ， 在 《几何 原本 》 里 并 没有 列 而 关于 连续 性 的 
任何 公理 。 

《几何 原本 》 第 一 卷 命题 1 的 证 明 中 缺少 关于 
连续 性 的 公理 作 依 据 ， 是 菜 布 尼 兹 (1646 一 1716) 
指出 的 ， 

《几何 原本 》 中 的 定义 也 不 是 完美 元 缺 的 。 
“点 是 没有 部 分 的 那 种 东西 ”， 什 么 叫做 “部 
分 "?? “直线 是 同 它 自己 上 面 各 点 看 齐 的 线 ”, 什 么 


到 做 “看 齐 2? 如 果 这 里 的 “部 分 "和 “看 齐 ” 是 数 


学 概念 ， 那 么 它们 本 身 的 确切 禽 义 又 是 什么 ? 如 
果 它 们 是 物理 概念 ， 那 么 ， 用 物理 概念 来 给 数学 
概念 下 定义 ， 这 种 定义 本 身 就 包含 着 一 种 混乱 。 

其 实 。 从 上 古 希 腊 时 代 开 始 ， 就 经 党 有 人 批评 
《几何 原本 》 有 各 种 各 样 的 逻辑 缺陷 .长 期 以 来 ， 
人 们 对 《几何 原本 》 的 批评 主要 集中 在 第 五 公设 ， 


”而 对 其 它 返 辑 缺 陷 却 采取 容忍 态度 。 在 证 明 中 借 


助 直 观 , 在 很 多 人 看 来 ,觉得 这 是 情 有 可 原 的 。 现 
在 的 小 学 、 中 学 和 大 学 数学 教学 ， 仍 然 经 常 有 意 
无 意 地 利用 直观 ， 来 减少 繁琐 乏味 的 元 长 令 述 。 

不 过 ， 作 为 课程 的 几何 学 与 作为 科学 的 几何 
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学 有 着 原则 的 区 别 。 作 为 课程 的 几何 学 ， 要 针对 
中 学 生 的 年 龄 特点 ， 考 虑 可 接受 性 ， 并 且 作 为 
整个 数学 计划 的 一 部 分 ， 受 到 学 时 的 限制 . < 汪 
ee sna 

和 的， 多 是 本 由于 说 证 下 放 妆 
ss 球 模型 以 

， 把 双 曲 几何 学 的 定理 全 部 以 特定 方式 解释 成 
0 .这 样 就 把 人 们 对 双 曲 儿 何 的 疑 
嘎 带 进 了 欧 氏 几何 。 双 井 几 何 学 的 定理 与 经 验 的 
差距 是 那样 的 显著 ， 很 难 想象 双 曲 儿 何 中 一 定 不 
包含 逻辑 矛盾 .万 一 在 双 间 几何 中 包含 某 个 矛盾 ， 
欧 氏 几何 中 就 会 包含 相应 的 地 盾 。 尽 管 人 们 对 欧 
儿 里 得 几何 的 正确 性 充满 信心 ， 但 是 由 于 《几何 
原本 》 的 漏 润 太 多 ， 使 人 不 得 不 采取 谨慎 态度 。 
因而 ， 在 十 九 世 纪 的 最 后 三 十 年 间 ， 关 于 几何 基 
础 的 研究 受到 高 度 重视 . 

要 使 几何 学 有 一 个 坚实 的 基础 ， 就 不 能 只 关 
心 个 别 的 公理 ， 而 必须 提供 一 整套 关于 概念 和 公 
理 、 定 理 的 严密 系统 。 在 这 方面 ， 德 国 数学 家 巴 
士 〈1843~1930) 和 意大利 数学 家 皮 亚 诺 (1858 
~1932〉 都 做 了 重要 的 工作 ， 而 以 德国 数学 家 
希 尔 伯 特 〈1862 一 1943) 的 贡献 尤为 重要 。 和 希 尔 
- 伯 特 在 他 的 书 《 几 何 基础 》 中 ， 对 欧 氏 几何 及 有 
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关 几 何 的 公理 系统 进行 了 深入 的 研究 。 还 有 一 些 
人 提出 了 欧 氏 几何 的 另外 一 些 公理 系统 ， 但 是 希 
尔 伯 特 的 公理 系统 最 接近 于 《几何 原本 》 的 原 
谣 。 
希 尔 伯 特 《几何 
基础 》 的 第 一 版 出 版 
于 1899 年 。 后 来 经 过 
”多 次 修改 ， 目 前 一 般 
引用 1930 年 出 版 的 第 
七 版 。 这 本 书 的 中 文 
译本 就 是 根据 第 七 版 
译 出 的 。 现 在 我 们 就 
来 看 看 ， 希 尔 伯 特 在 
《几何 基础 》 书 中 提 
图 7 一 1 希 尔 伯 特 出 的 几何 公理 系统 是 
怎样 的 ， 它 与 网 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 所 做 的 
有 什么 不 同 。 
项 尔 伯 特 在 《几何 基础 》 中 首先 叙述 一 些 不 
加 定义 的 基本 概念 。 他 设想 有 三 组 不 同 的 对 象 ， 
分 别 则 做 点 、 直 线 、 平 面 。 又 设想 点 、 直 线 和 平 
面 问 有 一 定 的 相互 关系 ， 用 “在 … 之 上 ?”、“ 在 
… 之 间 ”、“ 全 合 ”、“ 平 行 ” 、“ 连 续 ” 这 些 
术语 表示 。 几 何 公 理 就 是 这 些 关 系 的 恰当 的 、 耐 
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又 (对 于 数学 的 目的 而 说 的 ) 完备 的 叙述 . 

在 希 尔 伯 特 的 公理 系统 中 ， 几 何 公理 分 为 五 
类 ， 共 20 条 。 先 把 这 些 公理 整个 浏览 一 遍 ， 然 后 
解释 。 

第 一 类 是 关联 公理 ， 又 叫 从 属 公 理 ， 有 8 
条 、， 编 号 为 1,~T,, 这 组 公理 考虑 在 被 称 为 点 、 直 
线 、 平 面 的 三 组 对 象 之 间 的 一 种 “关联 ”关系 ， 
他 用 术语 “属于 ”来 表示 这 种 关系 。 

L .已 知 4 和 如 两 点 ， 恒 有 一 直线 c， 它 属于 
4 和 召 这 两 点 中 的 每 一 点 ， 而 且 4 和 了 这 两 点 的 
每 一 点 也 属于 C。 

L,. 已 知 A4 和 B 两 点 ， 至 多 有 一 直线 ， 它 属 
于 和 4 和 B 这 两 点 的 每 一 点 ， 而 且 委 和 B 这 两 点 的 
每 一 点 也 属于 这 直线 . 

这 里 说 到 两 点 时 ， 总 是 指 两 个 不 同 的 点 ， 其 
余 类 推 . 

“属于 ”这 个 术语 ， 也 可 换 成 更 方便 的 一 些 
术语 。 例 如 ，。 “直线 a 属于 和 和 B 这 两 点 的 每 一 
点 ”， 可 以 说 成 直线 a 通过 点 4 和 B， 直 线 a 连 
接点 4 和 B; “点 4 属于 直线 a”， 可 以 说 成 点 
4 在 直线 a 上，A 是 直线 4 的 点 ，4 是 直线 a 上 的 
点 ， 直 线 a 上 含有 点 和 4 等 ， 车 点 和 4 在 直线 a 上 ， 
又 在 另 一 直线 b 上 ， 就 说 直线 a 和 b 相 交 于 A， 
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4 是 4 和 的 交点 或 公共 点 ， 等 等 。 

世 。 一 直线 上 人 慎 至 少 有 两 点 ， 至 少 有 三 点 不 
在 同一 直线 上 . 

IL.。 已 知 不 在 同一 直线 上 的 A、B 和 CC 三 点 ， 
恒 有 一 平面 a， 它 属于 A,B 和 C 这 三 点 中 的 每 一 
点 ， 而 且 有 AA、B 和 C 这 三 点 中 的 每 一 点 也 属于 & 。 
己 知 一 平面 ， 重 有 一 点 属于 这 平面 ， 而 且 这 平面 
也 属于 这 个 点 。 

这 时 也 说 : 点 么 在 平面 cc 上， 人 入 是 平面 4 的 
点 ， 等 等 。 

IJ;。 已 知 不 在 同一 直线 上 的 A,B 和 C 三 点 ， 
至 多 有 一 平面 ， 它 属于 4.B 和 C 这 三 点 中 的 每 一 
点 ， 而 有 全 4.B 和 C 这 三 点 中 的 每 一 点 也 属于 这 个 
平面 。 

贡 。 若 一 直线 ca 的 4 和 了 两 点 在 一 平面 上， 
则 a 的 每 一 点 都 在 平面 a 上 ， 

这 时 也 说 ， 这 直线 4 在 平面 a 上 ,等 等 . 

I。 若 <c 和 8 两 平面 有 一 公共 点 4， 则 它们 至 
人 少 还 有 另 一 公共 点 召 。 

1;。 至 省 有 四 点 不 在 同一 平面 上 . 

第 二 类 公理 是 次 序 公 理 ， 有 4 条 ， 编号 为 
~. 

一 直线 上 的 点 有 一 定 的 相互 关系 ， 用 “在 *… 
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之 间 ” 这 个 术语 来 描写 它 。 
开车 点 也 在 点 和 点 C 之 癌 ,出 A.B 和 C 是 

一 直线 上 的 不 同 的 三 点 ， 而 且 B 也 在 C 和 4 之 
间 。 

.已 知 4 和 C 两 点 ， 直 线 AC 上 恒 至 少 有 一 
点 B， 使 得 C 在 4 和 B 之 冯 ， z 

J. 一 直线 的 任意 三 点 中 ， 至 多 有 一 点 在 其 
它 两 点 之 间 . 

定义 。 考 虚 一 直线 Qa 上 的 两 点 4 和 B .把 这 一 
对 点 和 和 吾 叫做 一 个 线 朋 ， 用 AB 或 B4 表 示 。 在 
及 和 BB 之 他 的 点 叫做 线段 4B 的 点 ， 或 线段 4B 内 
的 点 ， 有 把 和 B 叫 做 线段 4B 的 端点 ， 直 线 49 上 的 其 
他 的 点 叫做 线段 4B 外 的 点 。 

世 。 设 4.B 和 C 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 。 
设 ac 是 平面 ABC 的 一 直线 ， 但 不 通过 4、B、C 这 
三 点 中 的 任 一 点 ， 若 直线 a 通过 线段 4B 的 一 
点 ， 则 它 必定 也 通过 线段 4C 或 BC 的 一 点 《巴士 
公理 ) 。 
”如果 采 用 直观 的 说 法 ， 公 理 I 可 以 说 成 : 若 
一 直线 走 进 三 角形 内 部 ， 则 它 必 定 还 要 走出 来 。 

第 三 类 公理 是 全 合 公理 ， 有 5 条 ， 编 号 为 
下 ~。 

全 合 公理 是 为 了 处 理 图 形 的 移动 而 引进 的 ， 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 


tp:N\Nmnaths352. bokee. com 


133 


某 些 线 眉 之 闻 有 一 定 的 相互 关系 ,， 用 “全 
合 ” 或 “相等 ”这 个 术语 表示 .线段 AB 与 A'B 
全 合 或 相等 ， 可 用 记号 表示 为 

AB- A’B:’ 
由 于 和 AB 和 BA 表示 同 一 线段 ， 所 以 上 式 中 的 4AB 
可 改写 成 BA，A'B' 可 以 改写 成 B'A'. 

利用 次 序 公理 及 其 推论 ， 可 以 考虑 一 直线 上 
位 于 一 点 同 侧 或 异 侧 的 点 ， 一 平面 上 位 于 一 直线 
同 侧 或 异 侧 的 点 。 此 外 ， 还 可 仿照 通常 办 法 定义 
三 角形 的 概念 ， 

下 ,. 设 4 和 了 3 是 直线 & 上 的 两 点 ，A' 是 直线 
a' 上 的 点 ，w' 可 以 与 & 相同 ， 也 可 以 不 同 。 又 设 
指定 了 直线 w 上 4 的 一 侧 ， 则 在 ac' 上 4 的 指定 一 
侧 必 有 点 B', 使 4B = A'B', | 

这 条 公理 实际 上 是 说 ， 线 段 能 从 任 一 位 置 移 
动 到 另 一 任意 指定 位 置 。 

了 下. 车 A'B'=AB, 并 且 4"B"-= 4B， 则 
AB'=A"B” 

这 条 公理 相当 于 网 几 里 得 的 “等 于 间 量 的 量 
相等 ”， 但 是 仅 限于 线段 . \ 

于 ,. 设 两 线段 4B 和 BC 在 同一 直线 C 上 ， 且 无 
公共 点 ， 两 线段 4'B' 和 B'C' 在 同一 直线 a' 上 ， 也 
无 公共 点 ，a' 可 与 a 相同 ， 也 可 不 同 。 车 
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AB=A’'B’ 日 BC=B'C!’ 
则 | 
AC = A'C’ 
直线 4 上 点 OO 的 同 侧 的 点 的 全 体 , 叫 做 以 点 O 
为 始点 的 一 条 射线 。 设 h 和 kk 是 辣 一 平面 内 有 公共 
始点 D 的 两 条 射线 ， 并 且 不 在 同一 直线 上 ， 那 么 
这 一 对 射线 hh 入 叫做 一 个 角 ， 记 为 二 Ch,k) 或 
二 (k,h) ,hkK 称 为 边 ，O 〇 为 项 点， 
根据 这 个 定义 ， 所 考虑 的 角 总 是 大 于 零 而 小 
于 平角 。 由 此 可 定义 角 的 内 部 和 外 部 。 
某 些 角 之 间 有 一 定 的 相互 关系 ， 用 “全 合 ? 
或 “相等 ”表示 。 二 Ch,k) 与 二 (h/,k'》 全 合 或 
相等 ， 可 记 为 : 
一 《RE = hh, KE") 
上 式 左边 的 一 (了 可 改写 成 二 (ks 有), 右边 的 
二 (hi, kn) 可 改写 成 二 (k',hy， 因 为 角 的 两 边 顺 
序 可 以 交换 。 又 车 角 的 顶点 为 O，、 角 的 两 边 上 各 
有 一 点 4 和 B，、 还 可 将 角 的 记号 改写 为 <4OB 
到,. 设 给 定 了 一 平面 c 上 的 一 个 角 过 (hs KK)， 
平面 a 上 的 直线 a', 以 及 平面 a' 上 直线 a’ 的 一 便 ， 
设 丸 是 直线 a' 上 从 一 点 D' 开始 的 ~- 条 射线 ， 则 在 
平面 a 上 在 a 的 指定 一 侧 恰 有 一 条 射线 jl， 使 
全 (hk) = 二 (hh',k')。 每 个 角 与 它 自己 全 合 。 
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这 个 公理 由 两 部 分 组 成 ， 前 一 部 分 是 说 一 丰 
角 可 从 任 一 位 置 移动 到 另 一 任意 位 置 ， 后 一 部 分 
是 说 每 个 角 与 它 自己 相等 。 
于 .两 个 三 角形 4BC 和 A4'B'C' 若 满足 
AB= A'B', AC= A4'C， 一 BAC = 
BAC’ 
则 必 有 
一 4BC = 一 ABC 
这 条 公理 看 上 去 有 点 象 我 国 现行 初中 《几何 》 
课本 中 关于 三 角形 全 等 的 “ 边 角 边 公理 ”， 实 际 
上 仍 有 显著 差别 。 根据 公理 下， 虽然 可 以 通过 改 
变 字 母 知道 这 时 也 成 立 二 ACB = 一 A'C'B'， 但 是 
BC 是 否 等 于 B'C"， 仍 有 待 证 明 。 
第 四 类 公理 是 平行 公理 ， 只 有 一 条 ， 编 号 为 
NV. 
K 《〈 欧 儿 里 得 公理 ) 。 设 a 是 任 一 直线 ， 和 4 
是 a 外 的 任 一 点 。 在 4 和 4 决定 的 平面 二 ， 至 多 
有 ”条 直线 过 和 4 而 不 与 ec 相交 。 
: 第 五 类 公理 是 连续 公理 ， 有 两 条 ， 编 号 为 
VY.~Y,. 站 
VY， (度量 公理 ， 又 称 阿 基 米 德 公理 ). 若 AB 
和 CD 是 任意 两 线段 ， 则 在 从 和 4 开始 并 通过 点 BB 
的 射线 上 必 有 这 样 的 有 限 个 点 4,、A,、…、A,， 使 


me . 
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得 线段 A4,,4,4,、…,A,_,A。 都 与 线段 CD 全 
合 ， 而 且 B 在 4 与 4, 之 闻 . 

VY.( 直 线 完 全 性 的 公理 )。 一 直线 上 的 点 所 成 
的 点 集 ， 在 保持 直线 上 的 次 序 、 第 一 条 全 合 公 
理 、 以 及 阿 基 米 德 公理 (如 公理 1,.,, 工 下 ,，T,) 
的 条 件 之 下 ， 不 可 能 再 行 扩 充 。 

以 上 就 是 希 尔 伯 特 《几何 基础 》 第 七 版 中 的 
全 部 20 条 欧 氏 几何 公理 。 与 欧 几 里 得 《几何 原 
本 》 的 公理 表 相 比 ， 希 尔 伯 特 的 这 个 公理 系统 可 
以 用 “非常 完善 ”这 几 个 字 来 形容 ， 其 优越 性 主 
要 体现 在 三 性 ， 完 备 性 、 相 容 性 、 独 立 性 . 

先 看 完备 性 .和希 尔 伯 特 的 这 一 套 公 理 ， 可 以 
用 来 推 证 出 欧 几 里 得 的 平面 几何 和 立体 几何 中 的 
全 部 定理 ， 而 不 需 青 引进 新 的 假定 ， 所 以 说 它 是 
完备 的 。 任何 三 种 被 称 为 点 、 直 线 、 平 面 的 对 
象 ， 只 要 满足 这 20 条 公理 ， 就 一 定 满足 欧 氏 平面 
几何 和 立体 几何 的 全 部 定理 。 欧 几 里 得 的 公理 表 
太 小 ， 不 够 用 ， 不 但 他 自己 在 《几何 原本 》 的 论 
证 过 程 中 常常 求助 直观 ， 默 认 一 些 媳 上 去 很 明显 
的 事实 ， 而 且 很 多 批评 欧 几 里 得 的 学 者 ， 在 他 们 
试 证 欧 儿 里 得 第 五 公设 的 时 候 ， 或 者 在 他 们 抛弃 
第 五 公设 而 发 展 非 殉 几何 的 时 候 ， 如 果 他 们 的 愉 
辑 依 据 只 是 《几何 原本 》 中 那个 很 不 完备 的 公理 


罚 过 、 


欢迎 访问 《怎样 解 题 》 


http:N\Nmaths352. bokee. com 


137 


霄 ,或 者 只 作 了 局 部 的 小 修 小 补 ,就 不 能 认为 他 们 
的 论证 过 程 是 很 严格 的 . 列 入 公理 表 的 命题 ,为 数 . 
极 少 ,都 已 经 过 精心 的 挑选 和 严格 的 审查 ,确认 它 
们 能 够 真实 反映 现实 世界 的 某 些 客观 规律 ， 而 在 
论证 过 程 中 信 手 挡 来 的 一 个 狐 似 明显 的 假定 ， 往 
往 可 能 带 有 某 种 片面 性 .公理 系统 的 完备 性 ,为 严 
格 地 展开 一 种 数学 理论 提供 了 充分 的 逻辑 依据 ， 

其 次 看 相 容 性 ， 即 无 矛盾 性 。 由 于 可 从 公理 
系统 出 发 ,利用 逻辑 推理 的 方法 ， 展 开 整 个 理论 ， 
所 以 ， 要 看 整个 理论 有 无 内 在 的 逻辑 矛盾 ， 只 项 
检查 作为 理论 出 发 点 的 一 套 公理 有 无 内 在 矛盾 ， 
对 于 欧 氏 几何 来 说 ， 只 需 检查 希 尔 伯 特 的 20 条 公 
理 之 间 有 没有 互相 矛盾 的 地 方 。 这 20 条 公理 中 的 
每 一 条 都 符合 我 们 的 实践 经 验 ， 令 人 感到 可 以 信 
赖 ， 相 信和 它们 之 间 不 存在 互相 矛盾 的 地 方 。 事 实 
上 ， 也 没有 谁 能 够 找 出 它们 之 间 的 任何 矛盾 。 但 
是 ， 找 不 出 并 不 等 于 不 存在 。 究 竞 怎样 才能 证 明 
这 套 公 理 的 相 容 性 呢 ? 1898 年 斋 加 莱 发 表 了 一 个 
见解 ， 认 为 ， 一 个 公理 地 建立 起 来 的 结构 ， 如 果 
能 给 它 一 个 算术 解释 ， 就 可 以 相信 它 的 相 容 性 。 
希 尔 伯 特 在 《几何 基础 》 中 对 他 的 公理 系统 具体 
作出 了 一 个 算术 解释 ， 因 而 证 明了 这 个 公理 系统 
具有 相 容 性 。 更 确切 地 说 ， 希 尔 伯 特 证 明了 ， 如 
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果 欧 氏 几 何 包含 多 和 辑 矛盾 ， 那 么 算术 一 定 包 含 相 
应 的 蔬 盾 ， 既 然 大 家 从 长 期 实践 经 验 中 相信 算术 
不 含 逻辑 矛盾 ， 那 么 对 欧 氏 几何 也 应 寄予 同 祥 程 
度 的 信赖 。 这 个 答案 ， 已 经 能 够 令 人 相当 满意 
T 
由 于 双 曲 几何 学 的 内 容 可 通过 庞 如 莱 的 解释 
或 非 利克 斯 。 克 莱 因 的 解释 转化 为 欧 氏 几何 学 的 
相应 内 容 ， 在 希 尔 伯 特 证 明了 欧 氏 几何 的 相 容 性 
以 后 ， 随 之 就 推出 双 曲 几何 的 相 容 性 ， 
希 尔 伯 特 把 他 在 《几何 基础 》 书 中 烈 出 的 平 
行 公理 本 叫 做 欧 几 里 得 公理 ， 虽 然 它 不 是 欧 几 里 
得 提出 的 ， 而 只 是 欧 几 里 得 第 五 公设 的 一 个 等 价 
命题 , 通常 叫做 普 雷 菲 尔 公 理 .把 它 叫 做 欧 几 里 得 
”平行 公理 ， 或 者 简称 欧 几 里 得 公理 ， 只 是 为 了 强 
调 ， 在 希 尔 伯 特 的 公理 系统 之 下 ， 如 果 采 用 这 条 : 
公理 作为 平行 公理 ， 结 果 就 得 到 丈 氏 几何 学 ， 而 
如 果 采 用 与 它 相反 的 假定 作为 平行 公理 ， 即 假定 
. 在 平面 内 过 定 直线 外 一 点 至 少 可 引 二 直线 不 与 已 
知 直 线 相交 ， 结 果 就 得 到 双 明 几何 学 。 
从 希 尔 伯 特 的 全 套 公 理 I~-Y 可 得 到 欧 氏 几 
何 ， 它 是 相 容 的 ， 把 其 中 的 欧 几 里 得 平行 公理 他 
换 成 其 对 立 的 命题 ， 得 到 双 曲 几何 ， 它 也 是 相 容 
的 ,这 样 对 比 之 下 ,就 证 明了 ， 平 行 公理 区 不 能 从 
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其 它 19 条 公理 推出 ， 这 就 意味 着 ， 在 希 尔 伯 特 的 
公理 系统 中 ， 平 行 公理 具有 独立 性 . 

采用 类 似 的 构 作 新 几何 的 方法 ， 希 尔 伯 特 证 
明了 ， 他 在 《几何 基础 》 书 中 列 出 的 这 五 类 公 
理 ， 其 中 每 一 个 组 成 部 分 都 不 能 作为 它 前 面 的 各 
类 的 逻辑 推论 。 

例如 ， 为 了 证 明 公 理 Y: 的 独立 性 ， 希 尔 伯 特 
构 作 了 满足 公理 I 一 玉 和 T, 但 不 满足 了 。 的 几何 。 
只 要 在 普通 解析 几何 公式 的 基础 上 稍 加 变化 ， 就 
能 得 到 这 种 几何 。 在 这 种 几何 里 ， 直 线 和 圆周 都 
不 是 连续 的 ， 上 面 布 满 了 透气 孔 ， 因 而 从 直线 一 
侧 走 到 另 一 俩 ， 或 是 从 圆 内 走 到 贺 外 ， 只 要 算 
准 空 档 ， 就 可 以 大 播 大 摆 地 穿越 过 去 ， 而 不 会 受 
到 任何 阻拦。 具体 构 作 方法 ， 是 把 实数 集 忌 换 成 
它 的 一 个 特殊 的 子 集 8, 这 里 8 中 的 数 都 是 从 1 这 
个 数 出 发 ， 作 有 限 次 下 列 五 种 运算 得 来 的 ， 加 、 
- 减 、 乘 、 除 、 求 算术 平方 根 V1TG@”， 其 中 。 表 
示 用 这 五 种 运算 得 来 的 某 个 数 。 因 此 ， 如 果 a 和 
b 是 中 的 任意 两 个 数 ， 半 人 么 4+5、a -DabD、 


于 -和 w+5 也 都 是 9 中 的 数 对于- 叶 一 应 受 


b 关 0 的 限制 ) 。 现 在 限定 所 有 的 坐标 和 系数 都 只 
能 取 和 集合 9 中 的 数 ， 而 在 形式 上 仍然 仿照 平面 角 
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析 几 和 何 ,把 一 对 有 序 的 数 (z:,2) 叫做 一 点 邓 , 把 有 
序 的 三 个 数 的 比 人 :2:w) 叫做 一 条 直线 1， 其 中 
X、2、24、2 和 ?20 都 是 中 中 的 数 ，2& 和 2 不 同时 为 
0 。 如 果 数 组 (X,Y) 和 连 比 Cu:0:tw) 满足 关系 式 
UX ttVY+W=0 
就 说 点 (X,Y) 在 直线 《4:b:w) 上 。 其 余 概 念 也 都 
”这 样 模仿 普通 的 平面 解析 几何 加 以 规定 ， 就 能 验 
证 ， 公 理 I~ 玉 和 Y， 中 有 关 平 面 几何 的 各 条 都 
能 满足 ， 只 有 公理 7, 不 满足 . : 
也 许 有 人 会 产生 怀疑 难道 这 种 漏洞 百出 的 
“直线 ”也 算是 直线 吗 ? 恐怕 只 能 算是 骨牌 贷 
吧 1 
请 不 要 忘记 ， 希 尔 伯 特有 言 在 先 ， 说 是 设想 
有 三 组 不 同 的 对 象 ， 第 一 组 的 对 象 叫做 点 ， 第 二 
组 的 对 象 叫做 直线 ， 第 三 组 的 对 象 叫做 平面 。 他 
只 告诉 我 们 ， 这 三 组 对 象 的 名 字 分 别 叫 做 点 、 直 
线 、 平 面 ， 并 没有 交代 它们 的 形象 如 何 。 希 尔 伯 
特 又 说 ， 设 想 点 、 直 线 和 平面 闻 有 一 定 的 相互 关 
系 ， 攻 “在 … 之 上 ”、“ 在 … 之 闻 ”、“ 全 合 ”、 
“有 平行” 、“ 连 续 ” 诸 术语 表示 。 他 也 没有 限定 
这 些 术语 非得 按 通 常 意义 理解 不 可 。 接 下 来 又 
说 ， 几 何 公 理 就 是 这 些 关 系 的 恰当 的 、 而 又 对 
于 数学 的 目的 而 说 的 ) 完备 的 叙述 。 这 也 不 涉及 
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讨论 对 象 和 它们 之 间 的 关系 的 那些 术语 的 具体 售 
义 。 这 里 讨论 的 只 是 抽象 的 对 象 之 间 的 抽象 的 关 
系 ， 只 要 它们 满足 这 套 抽象 的 公理 ， 就 一 定 满足 
由 它们 逻辑 地 推演 出 来 的 整个 几何 理论 ， 这 种 几 
何 理论 也 是 抽象 的 。 如 果 对 于 几何 学 的 各 个 基本 
研究 对 象 及 其 基本 关系 赋予 某 种 具体 含义 ， 经 过 
验证 知道 满足 全 套 公理 ， 那 么 在 这 个 具体 系统 中 
就 一 定 成 立 这 种 几何 学 的 全 部 定理 ， 因 而 得 到 这 
种 几何 学 的 一 个 模型 .一 种 几何 ， 可 有 多 种 不 同 
模型 ， 
设想 在 你 手头 有 一 本 希 尔 伯 特 的 《几何 基 
础 》， 碰 巧 多 有 一 个 五 场 话剧 的 剧本 。 你 会 觉得 
这 两 者 之 间 有 某 种 相似 之 处 .被 希 尔 伯 特 称 为 
点 、 直 线 、 平 面 的 三 种 几何 对 象 ， 像 是 那 剧 本 里 
的 剧 中 人 ， 剧 本 的 作者 给 每 位 居中 人 取 了 一 个 名 
字 。 被 希 尔 伯 特 用 术语 “在 … 之 上 ”、 “全 合 ” 
“平行 ”等 表示 的 一 些 基 本 关系 ， 类 似 于 剧本 里 
涉及 的 剧 中 人 之 间 的 相互 关系 。 你 可 以 设想 自己 
是 一 位 导演 ， 阅 读 希 尔 伯 特 的 五 类 公理 及 其 推 
论 , 就 象 是 在 钻研 剧情 ,反复 揣摩 怎样 给 每 一 位 抽 
象 的 剧 中 人 恰当 地 寻找 一 位 具体 的 扮演 者 ， 还 要 
考虑 这 些 演 员 配 合 在 一 起 是 否 协调 和 谐 。 有 些 演 
员 只 能 演 好 前 面 几 场 ， 另 一 些 演员 则 能 胜任 全 局 
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的 演出 ， 一 个 经 过 千 锤 百 炼 的 精采 剧本 ， 能 够 活 
凰 狂人 台 几 十 年 ， 甚 至 跨越 世纪 ， 演 员 的 阵容 不 妨 
屋 经 更 动 。 拿 这 些 常 识 来 作 类 比 ， 就 容易 理解 用 
现代 公理 方法 抽象 地 建立 的 几何 理论 与 它 的 各 个 
具体 模型 之 间 的 关系 . z 

由 此 可 见 ， 人 了 从 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 到 项 
尔 伯 特 的 《几何 基础 》， 并 不 是 简单 地 墙 漏 补 
遗 ， 而 是 从 一 种 具体 的 特定 模型 上 乱 为 抽象 的 普 
遍 理 论 。 这 种 升华 固然 是 历史 发 展 的 必然 趋势 ， 
而 对 《几何 原本 》 缺陷 的 批评 和 改进 的 尝试 ， 特 


别 是 对 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 的 深入 研究 ， 也 起 ， 


了 重要 的 诱发 作用 . 


在 研究 欧 氏 几何 公理 系统 的 同时 ， 得 到 了 一 


些 意外 的 副产品 。 除 去 以 非常 一 般 的 形式 建立 起 
射影 几何 学 的 公理 系统 而 外 ， 在 十 九 世 纪 末 和 二 
十 世纪 初 ， 还 建立 了 各 种 各 样 特 别 的 公理 几何 
学 ， 其 中 有 一 部 分 已 得 到 不 同 程度 的 应 用 。 特 别 


是 一 种 四 做 “有 限 射 影 几何 ”的 ， 由 于 在 试验 设 
计 中 得 到 应 用 ， 现 在 已 发 展 成 为 一 个 很 活 肥 的 数 ， 


学 分 支 。 有 限 射 影 几 何 类 似 于 通常 的 射影 几何 ， 
但 是 每 个 平面 上 只 有 有 限 多 条 直线 ， 每 条 直线 上 
只 有 有 限 多 个 点 。 最 简单 的 有 限 射影 平面 只 包含 
7 条 直线 和 7 个 点 ， 每 条 直线 上 恰好 有 三 个 点 ， 
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图 7 一 2 有 限 射 影 平 面 的 模型 


每 个 点 恰好 在 三 条 直线 上 。 图 7 一 2 是 这 种 有 限 
射影 平面 的 一 个 模型 .图 中 用 小 圆圈 标 出 的 点 


， 有 ,B.C.D.E.F.G 是 有 限 射 影 平 面 上 的 七 个 点 ; 


不 妨 设 想 它 们 是 某 个 城市 的 七 个 最 重要 的 公共 汽 
车 站 ， 如 火车 站 、 轮 船 码头 .中 百 一 店 等 。 图 中 还 
有 六 条 直线 BDC、CEA、AFB、AGD.、 BGE、CGF 


想 它 们 是 七 条 主要 公共 汽车 线路 ， 数 字 1 ~7 就 


是 线路 的 编号 ， 其 中 的 7? 路 车 是 环行 的 。 这 七 条 


主要 公共 汽车 线路 ， 可 以 看 成 是 有 限 射影 平面 中 
的 七 条 直线 。 为 了 叙述 方便 ， 我 们 将 把 这 七 点 七 
线 说 成 是 七 个 大 站 和 七 条 干线 。 图 7 一 2 所 示 的 
公共 汽车 线路 图 ， 有 下 面 列 举 的 一 些 很 好 的 性 
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质 . 

1 。 每 两 个 不 同 的 大 站 有 且 仅 有 一 条 干线 相 
连 。 

用 数学 的 口吻 来 说 ， 就 是 ， 任 给 两 个 不 同 的 
点 ， 有 且 只 有 一 条 直线 同时 通过 这 两 点 。 这 意味 
着 清 玫 希 尔 伯 特 公理 系统 中 的 关联 公理 天 和 IT,。 
这 是 直线 的 基本 特征 . 

2 。 任 何 两 条 干线 之 间 都 可 从 某 一 大 站 转 
> 

用 数学 术语 来 说 ， 就 是 ， 任 何 两 条 直线 都 有 
公共 点 。 这 是 射影 平面 的 基本 特征 。 

这 种 有 限 射影 几何 还 有 许多 很 深入 的 数学 性 
质 ， 与 抽象 代数 学 紧密 联系 着 ， 这 里 就 不 细 说 
了 。 现 在 我 们 来 看 一 看 ， 这 种 有 限 射 影 几何 怎么 
会 同 试验 设计 发 生 联系 的 ， 

仍然 考虑 图 7 一 2 所 示 的 有 限 射 影 平面 模 
型 ， 不 过 这 一 次 不 是 把 它 看 成 公交 线路 图 而 
是 看 成 田间 试验 方案 示意 图 。 把 图 中 的 七 个 点 刹 
成 某 种 农作物 的 七 个 品种 ， 七 条 线 看 成 七 小 块 试 
验 田 ， 每 一 小 块 试验 田 叫 做 一 个 区 组 、 一 条 线 通 
过 某 三 个 点 ， 表 示 对 应 的 区 组 内 种 植 这 三 个 品 
种 。 因 而 从 图 中 所 示 的 有 限 射影 平面 得 到 一 个 试 
验 设计 方案 ， 它 把 七 个 品种 安排 在 七 个 区 组 内 种 
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植 ， 使 得 每 个 区 组 都 包含 同样 多 的 品种 《3 个 )， 
每 个 品种 都 出 现在 同样 多 的 区 组 里 ( 3 个 )， 每 两 
个 品种 都 在 同样 多 个 区 组 里 比较 过 优先 (1 个 )。 
具有 这 样 平等 条 件 的 试验 设计 方案 ， 叫 做 平衡 不 
完全 区 组 设计 (balenced incomplete block 
design)， 简 称 为 BIB 设 计 . 利 用 有 限 射影 几何 可 
以 构 作 很 多 BIB 设 计 。 

有 有限 射影 几何 的 例子 表明 ， 从 直观 的 欧 氏 几 
何 发 展 为 抽象 的 公理 几何 ， 使 人 们 能 够 用 更 加 灵 
活 多 样 的 方式 研究 现实 世界 的 规律 ， 

” 量 然 如 此 ， 人 们 总 是 还 想 问 个 明白 ,现实 世 
界 究 竞 适用 哪 一 种 几何 学 呢 ? 
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FEBS RS rn ss nr es 


出 自 昌 人， 
迁 于 乔木 。 
《诗经 。 小 雅 ， 伐木》 


惊险 影片 的 大 师 们 善于 制造 悬念 ， 以 艺术 的 
魅力 ， 紧 扣 观 众 的 心弦 ， 使 他 们 渴望 了 解 剧 情 的 
发 展 ， 而 电影 的 结局 总 是 那样 出 人 意料 而 又 合 于 
情理 。 

大 自然 就 象 是 一 位 超级 艺术 大 师 ， 人 类 在 探 
求 自然 奥秘 的 漫长 征途 中 ， 常 有 意外 的 欢乐 和 难 
以 预料 的 挫折 。 虽 无 险象 环 生 ， 却 也 常见 异 峰 突 
起 ， 而 悉心 研究 所 得 的 答案 ， 则 往往 令 人 附 掌 称 
奇 。 

高 斯 通过 研究 欧 几 里 得 第 五 公设 ， 对 哆 氏 几 
何 是 否 必 然 适用 于 现实 世界 ， 提 出 了 怀疑 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 发 表 的 双 曲 几何 学 得 不 到 同 代 


Ep ERE 
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大 的 承认 ， 他 把 希望 寄托 于 星空 的 测量 ， 期 待 着 
有 朝 一 旦 双 曲 几何 学 能 够 代替 欧 氏 几何 而 由 身 于 
大 千 世 界 。 

现实 世界 究竟 适用 哪 一 种 几何 学 ? 这 是 一 个 
无 法 回避 的 问题 ， 也 是 一 个 令 人 烦恼 的 问题 。 要 
想 回答 这 个 问题 ， 如 果 只 赁 大 数学 的 力量 ， 未 免 
势 孤 力 单 。 毕 况 ， 数 学 在 发 展 概念 、 定 理 和 公式 
的 逻辑 体系 时 ， 是 那样 的 得 心 应 手 ， 而 直接 研究 
现实 世界 ， 却 是 物理 的 擅长 。 如 果 没 有 物理 学 的 
帮助 ， 这 个 问题 就 不 能 得 到 正确 的 答案 。 

在 传统 的 欧 几 里 得 几何 中 ， 只 考虑 具有 长 、 
宽 、 高 三 度 的 空间 。 而 不 考虑 时 间 。 从 欧 儿 里 得 
几何 出 发 ， 抽 掉 第 五 公设 ， 换 上 相反 的 假定 ， 就 
得 到 双 曲 几何 。 所 以 ， 双 曲 几 何 继承 了 欧 氏 几何 
的 传统 ， 也 是 上 只 谈 空间 、 不 讲 时 间 。 点 动 成 线 、 
线 动 成 面 、 面 动 成 体 ， 这 些 生动 的 几何 直觉 ， 常 
被 代 之 以 摄影 式 的 静止 图 景 ， 面 是 体 的 界限 ， 线 
是 面 的 界限 ， 点 是 线 的 界限 。 

然而 ， 现 实 世 界 的 万 事 万 物 都 处 在 永恒 的 运 
动 当中 ， 静 止 只 是 相对 的 和 暂时 的 。 要 表现 运 
动 ， 就 不 能 只 说 明 在 何 地 ， 还 必须 指出 在 何 时- 
Ce en 


空间 的 位 置 ， 需 要 三 个 坐标 《X,Yy,2) 物理 学 的 
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基本 研究 对 象 是 事件 ， 要 说 明 一 个 事件 发 生 于 何 
时 何 地 ， 除 去 三 个 空间 坐标 《X,Yy, 2) 而 外 ， 还 需 
要 时 间 坐 标 t. 因 此 ， 研 究 物 理事 件 ， 需 要 在 由 一 
切 有 序 四 数组 (x,y,z,t) 构 成 的 四 维 坐 标 空间 里 
进行 ， 这 个 四 维 空间 叫做 时 空 。 

直到 十 九 世纪 为 止 ， 物 理学 中 也 没有 发 现时 
间 和 空间 有 什么 密切 的 内 在 联系 。 如 果 把 空间 设 
想 成 一 间 大 厅 ， 时 间 便 象 是 穿 堂 而 过 的 流 矢 。 当 
时 人 们 对 时 、 空 关系 的 理解 ， 大 致 上 就 是 这 样 
的 。“ 光 阴 似 箭 ， 日 月 如 梭 ”， 就 是 这 种 传统 时 
空 观 的 写照 ， 

十 九 世 纪 后 期 的 一 些 物理 实验 ， 特 别 是 著名 
的 迈克 丁 逊 一 莫 雷 实验 ， 使 持 有 传统 时 空 观 的 物 
理学 家 们 困惑 不 解 。 

当时 对 物理 场 的 概念 还 不 太 清 楚 ， 认 为 就 象 
我 们 生活 在 空气 当中 一 样 ， 宇 宙 空 间 也 充满 一 种 
叫做 “以 太 ” 的 无 形 物 质 ， 电 磁 波 和 光波 就 是 通 
过 以 太 传播 的 。 随 着 地 球 绕 太 阳 的 公转， 地球 
与 以 太 发 生 相 对 运动 。 空 气流 动 形 成 风 ， 以 太 与 
地 球 相对 运动 ， 也 会 产生 拂 面 而 来 的 以 太 风 。 如 
果真 是 这 样 ， 只 要 设计 出 足够 灵巧 的 精密 仪器 ， 
就 能 测 出 以 太 风 所 引起 的 微小 变化 。 美 国 物 理学 
家 迈克 耳 逊 和 莫 雷 设计 的 实验 ， 就 是 为 了 达到 这 
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个 目的。 下 面 是 实验 装置 的 示意 图 ， 


图 8 一 1 迈克 耳 人 进 一 莫 畦 实验 

这 个 实验 的 基本 原理 是 这 样 的 ， 从 光源 射出 
的 一 束 光 线 传 到 仪器 的 中 央 ， 在 那里 有 一 块 成 
45" 角 倾斜 的 薄片 ， 让 一 部 分 光线 透 过 薄片 ， 射 
向 44 镜 ， 另 一 部 分 光线 经 菠 片 反射 ， 射 向 B 镜 ， 
射 向 吾 的 光线 与 射 向 和 的 光线 竹 直 。 生 细 调 节 仪 
器 ， 可 保证 从 薄片 到 A4 镜 的 距离 等 于 到 B 镜 的 距 
离 。 被 4 镑 反射 回来 的 光束 受到 薄片 背面 的 反射 
后 ， 进 入 一 个 小 望远镜 ; 被 B 镜 反 射 回 来 的 光 
束 ， 透 过 薄片 后 ， 与 4 路 光线 会 合 ， 同 样 进入 小 
望远镜 。 如 果 这 两 路 光线 在 途中 所 花费 的 时 间 不 
同 ， 根 据 经 典 光学 ， 就 会 产生 干涉 ， 从 望远镜 里 
将 能 看 到 干涉 条 纹 。 

如 图 8 一 2， 设 薄片 中 心 为 0，O4 =OB = 
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Qd， 光 速 为 c， 地 球 与 以 太 相 对 运动 的 速度 为 w? 
并 设 OA 方 向 与 2 的 方 
癌 一 致 。 那 么 根据 经 
殿 力 学 ， 沿 着 牌 直 于 
以 太 风 的 方向 OB， 
光线 往返 的 速度 仍然 
都 是 c， 而 在 O4 方 
回 上 传播 时 ， 光 线 的 
“顺风 速 ” 和 “逆风 3 一 2 
速 ” 分 别 是 c+2 和 c-727. 设 光线 沿 OD4 和 OB 
往返 所 需 时 间 分 别 为 t4 和 ts， 则 : 
2d 


2 : 

出 于 地 球 每 24 小 时 自转 一 周 ， 所 以 如 果 某 一 

”时 刻 OA4 平 行 于 地 球 与 以 太 相 对 运动 的 方向 ,那么 
6 小 时 后 OA 与 OB 两 直线 将 交换 位 置 ， 因 而 在 6 
小 时 后 将 有 嫩 达 ta. 这 一 变化 将 使 望远镜 中 看 到 
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的 干涉 条 纹 发 生 明 显 的 移动 . 

1880 年 第 一 次 做 这 个 试验 ， 谁 知 结 果 根 本 故 
不 到 有 什么 干涉 条 纹 的 移动 。 根 据 经 典 力 学 ， 怎 
么 也 不 能 解释 这 个 意外 结果 .物理 学 面临 着 一 场 

1905 年 ， 在 瑞士 一 家 专利 局 工作 的 一 位 德国 
青年 人 提出 一 种 新 的 时 空 理论 ， 使 物理 学 摆脱 困 
境 ， 重 新 出 现 勃 勃 生 机 。 这 位 年 青 人 就 是 后 来 举 
让 闻名 的 物理 学 家 爱 因 斯 埋 《1875 一 1955) ， 他 
所 提出 的 理论 被 称 为 狭义 相对 论 。 

为 了 说 明 狭 义 相 对 论 的 时 空 几何 学 与 以 前 的 
有 何 本 质 区 别 ， 让 我 们 来 分 析 一 些 理想 化 的 假想 
情况 . | 用 省 时 

设想 在 晴 朋 的 夏 夜 ， 有 一 位 天 文 爱好 者 ， 在 
家 中 的 阳台 上 观测 夜景 。 他 注意 到 ， 在 近 处 街角 
的 交通 岗亭 开始 亮 起 红 灯 的 时 候 ， 天 边 的 一 颗 星 
和 怡 好 内 焰 了 一 下 。 他 把 * 亮 红 灯 ” 称 为 发 生 于 此 时 
此 地 的 事件 4,“ 层 光 办 ” 称 为 发 生 于 彼 时 彼 地 的 
事件 B。 他 还 知道 ， 这 颗 星 到 地 球 的 距离 是 一 光 
年 ， 即 光线 在 1 年 时 间 内 走 过 的 距离 ， 约 等 于 
9.4605Xx10" 米 。 因 而 ， 现 在 映 入 眼帘 的 星光 ， 
1 年 以 前 就 已 从 星体 震 面 发 出 。 所 以 ， 如 果 分 别 
考虑 “此 时 此 地 况 红 灯 ” 与 “和 披 时 彼 地 星光 内 ” 
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这 两 个 事件 的 时 间 差 | 人 4 和 它们 在 三 维 空间 
上 ,中 的 距离 J1， 并且 用 Cc 表示 光速 ， 就 有 

AH =1 年 ，L1=1 光 年 

EA 

[41 z 
一 般 地 ， 如 果 此 时 此 地 发 生 的 事件 和 4 与 彼 时 彼 地 
发 生 的 事件 BB 恰好 被 同时 观测 到 ， 总 有 

ct = 


即 
ci At) :-( -12=0 
由 此 ， 在 四 维 时 空 V, 中 引进 量 ao， 定 义 为 
(Ao)’ =CAt) -CAD)’ 
这 样 定义 的 Io 叫做 事件 4 和 B 在 时 空 V, 中 的 间 
隔 。 若 事件 4 和 3 被 同时 观测 到 ， 则 它们 的 间隔 
Ao=0. z 
”设想 另外 还 有 一 位 观测 者 ， 坐 在 正在 沿 公 路 
匀速 行驶 的 汽车 里 ， 从 窗口 往外 观察 ， 他 也 观测 
到 了 事件 4 和 事件 B， 不 过 在 他 的 观测 系统 里 ， 
测 得 事件 4A 和 也 的 时 间 差 为 [MA 放 ， 空 间距 离 为 
LV， 时 空间 隔 为 Io'. 每 个 观测 系统 叫做 一 个 参 
照 系 ， 也 就 是 四 维 时 空中 的 一 个 坐标 系 。 在 相对 
论 以 前 的 物理 学 中 ， 认 为 两 个 惯性 参照 系 之 间 的 
变换 满足 
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{ At'= < 《1) 

LA1 = < (2) 
同时 满足 条 件 《1》 和 “(2 〉 的 变换 叫做 优 昌 路 
变换 ， 对 应 的 时 空 叫做 牛顿 时 空 。 一 个 典型 的 合 
里 略 变 换 是 

t=t 

XX 

2 =Y 

Z' 一 
其 中 2 是 常数 ， 是 两 个 惯性 系 相 对 运动 的 速度 。 

狭义 相对 论 则 认为 ， 两 个 惯性 参照 系 之 间 的 

变换 应 该 满足 

Ao'= -1a 
即 

CCLAt 7- CAL) = OAt) -~ (AD) (3) 
满足 条 件 〈 3 〉 的 变换 叫做 洛 仑 效 变 换 ， 对 应 的 
时 空 则 做 相对 论 时 空 。 一 个 典 更 的 洛 仑 兹 变换 是 
t Se 
pe 
V1 
C 


A 二 -一 一 一 -一 -一 一 


他 和 
c’ 


化 一 2 
1— 


ny 
i se i 
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y=Yy 

之 一 之 
通常 两 个 惯性 系 相 对 运动 的 速度 2 比 光速 < 小 得 
多 ， 因 而 


这 时 沼 仑 兹 变换 近似 地 变 成 伽 里 略 变换 。 而 当 2 
大 到 接近 于 光速 时 ， 洛 仑 区 变换 与 甸 里 咯 变换 
的 区 别 就 十 分 显著 ， 
从 见 何 观点 看 ， 条 件 〈 3 》 导致 度 规 
ds’=ce'dt'— dx’~ dy — dz’ 

这 个 度 规 叫 做 明 可 夫 斯 基 度 规 。 狭 义 相对 论 的 时 
空 的 物理 理论 ， 在 数学 形式 上 ， 表 现 为 将 时 空 
V, 配 备 明 可 夫 斯 基 度 规 后 所 得 到 的 四 维 黎 曼 几何 
学 . z 
看 上 去 爱 因 斯 坦 的 假定 似乎 非常 大 胆 ， 实 际 
上 却 是 很 谨慎 又 很 自然 的 。 经 典 力学 的 定律 ， 是 
从 通常 遇 到 的 大 量 低速 现象 中 概括 总 结 出 来 的 ， 
它 能 以 很 高 的 精确 度 描写 这 些 常 见 的 低速 现象 。 
电磁 波 和 光波 的 传播 速度 高 达 每 秒 三 十 万 千 米 ， 
经 典 力 学 的 观念 能 否 不 加 修改 地 应 用 于 涉及 电磁 
和 光 的 高 速 现象 ， 其 实 并 未 得 到 充分 可靠 的 依 
据 。 爱 因 斯 坦 的 基本 想法 是 ， 要 从 经 过 实验 充分 
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证 明 的 可 靠 事 实 出 发 。 他 注意 到 ， 揭 示 电 磁 现 象 
其 本 规律 的 麦克 斯 韦 方程 已 经 得 到 观测 和 实验 的 
有 力 支持 ， 因 而 他 把 电磁 学 定律 和 与 之 有 关 的 光 
在 真空 中 的 传播 放 在 优先 考虑 的 地 位 。 考 克 斯 韦 
方程 在 贫 里 略 变换 下 要 改变 形式 ， 而 在 洛 仓 效 变 
换 下 却 保持 不 变 。 从 这 些 基 本 想法 出 发 ， 经 过 细 
致 的 论证 ， 自 然 会 导致 狭义 相对 论 。 

狭义 相对 论 是 一 个 成 功 的 理论 。 它 使 人 们 能 
够 了 解 原子 、 原 子 核 和 宇宙 线 内 发 生 的 过 程 。 爱 
因 斯 坦 根 据 狭义 相对 论 建 立 的 质量 与 能 量 之 间 的 
关系 EE =mce’, 在 利用 原子 核能 的 问题 上 起 者 决定 
性 的 作用 。 现 代 的 带电 粒子 加 速 器 ， 设 计时 必须 
根据 相对 论 力学 计算 尺寸 ， 

狭义 相对 论 表 上 明 ， 现 实 世 界 的 几何 学 ， 既 不 
是 传统 的 三 维 殉 几 里 得 几何 学 ， 也 不 是 罗 巴 切 夫 
斯 基 等 人 提出 的 三 维 的 双 曲 几何 学 ， 而 是 一 种 四 
维 的 几何 学 。 涉 及 高 速 现象 时 ， 空 间 的 量度 和 时 
间 的 测定 搅 在 一 起 ， 难 解难 分 ， 不 能 再 像 传统 的 
欧 氏 几何 那样 上 只 谈 空间 ， 不 管 时 间 ，. 

1915 年 ， 爱 因 斯 坦 发 表 了 广义 相对 论 ， 进 一 
步 把 时 间 、 空 间 和 引力 的 理论 抒 合 在 一 起 。 他 在 
大 学 时 代 的 同窗 好 友 格 罗斯 曼 帮 助 他 克服 数学 困 
难 ， 掌 握 了 黎 曼 几何 与 张 量 算法 、 在 广义 相对 论 
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中 ， 四 维 时 空 Y, 配 备 了 黎 曼 度 规 


ds’ = 人》 9irQXjidr 
上 式 右 边 的 二 次 微分 形式 的 号 差 为 (--, 一 , --， 
+), 即 在 任 一 点 把 右边 关于 dxj 的 二 次 齐 次 式 化 
为 平方 的 代数 和 和 以后， 包含 三 个 负 项 ， 一 个 正 
项 ， 此外， 还 应 满足 爱 因 斯 坦 的 引力 场 方程 
Gir = 8xTjt 

引力 场 方程 右边 的 Tj 叫做 能 量 一 动量 张 量 ， 直 
明 产 生 引 力 场 的 物质 的 特性 ， 左 边 的 Gi: 叫做 爱 
因 斯 坦 张 量 ， 是 由 9i 及 其 一 阶 和 二 阶 偏 导数 构 
成 的 一 种 复杂 的 表达 式 ， 反 映 四 维 时 空 的 弯曲 特 
性 ， 这 种 弯曲 性 可 作为 引力 存在 的 数学 表现 形 
式 。 引 力 场 方程 反映 的 最 关键 最 根本 的 思想 是 ， 
物质 的 分 布 和 状态 决定 了 时 空 的 几何 结构 ， 反 过 
来 ， 时 空 的 几何 结构 又 决定 了 物质 在 引力 场 中 如 
何 运动 。 

对 于 球 对 称 星体 在 它 周围 产生 的 引力 场 ， 例 
如 太阳 周围 的 引力 场 ， 可 利用 球 对 称 条 件 和 场 方 
程 解 得 对 应 的 黎 曼 度 规 为 


2GM 
rc 


das’ = 人 1~ ca 
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a 一 nae 和 7531n20C0: 


TYC: 


这 个 解 叫 做 史 瓦 西 解 ， 解 的 上 述 度 规 表 达 式 叫做 
史 瓦 西 度 规 。 根 据 史 巨 西 度 规 进行 计算 ， 可 以 知 
道 ， 在 靠近 太阳 的 地 方 ， 广 义 相对 论 推出 的 结果 
与 牛顿 引力 理论 推出 的 结果 有 所 不 同 。 将 这 些 区 
别 与 实际 观测 结果 比较 ， 就 验证 了 广义 相对 论 的 
正确 性 。 其 中 的 重要 验证 之 一 是 水 星 的 运动 情 
况 ， 水 星 绕 太 阳 运 行 的 轨道 并 不 是 一 个 固定 的 梢 
圆 ， 这 个 梢 圆 的 近日 点 还 要 绕 太 阳 转 动 ， 每 一 百 
年 转 过 43 弧 秒 。 这 个 数值 在 牛顿 理论 中 一 直 没有 
办 法 解释 ， 但 是 用 广义 相对 论 的 弯曲 时 空 理论 却 
能 很 好 地 解释 。 广 义 相对 论 的 另 一 重要 验证 是 光 
线 在 通过 太阳 附近 时 发 生态 曲 。 越 是 靠近 太阳 的 
地 方 ， 引 力 越 强 ， 从 几何 上 看 ， 就 是 时 空 弯 曲 得 
越 厉害 ， 因 而 四 维 时 空中 的 测 地 线 也 将 有 比较 明 
显 的 弯曲 。 平时 白天 阳光 太 强 ， 无 法 看 到 擦 过 大 
阳 边 缘 射 到 地 球 来 的 星光 ， 具 有 日 全 食 时 才能 看 
到 .1919 年 5 月 29 日 发 生日 全 食 ， 为 了 不 错过 这 
个 观测 机 会 ， 英 国 皇 家 学 会 事先 派出 两 支 由 英国 
天 文学 家 组 成 的 远征 队 ， 一 支 前 往 巴 西 ， 另 一 支 
去 非洲 西岸 。 结 果 ， 在 爱 丁 顿 避 士 领导 下 的 非洲 
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远征 队 测 量 拍 得 的 照片 首次 证 实 了 爱 因 斯 坦 关 于 
光线 在 引力 场 中 会 弯曲 的 预言 ， 因 而 验证 了 广义 
相对 论 的 正确 性 。 

还 有 其 他 人 也 曾 提 出 一 些 不 同 的 引力 理论 ， 

但 是 在 实验 的 支持 方面 不 能 显示 出 是 否 比 广义 相 
对 论 更 好 ， 理 论 鱼 构 却 比 广义 相对 论 复杂 。 尽 管 
广义 相对 论 在 理论 的 进一步 完善 方面 还 包含 一 些 
困难 ， 但 在 现 阶段 尚 能 大 体 满足 引力 研究 的 基本 

”需要 ， z 

现在 可 以 把 问题 的 答案 推进 一 步 ， 如 果 “ 现 

实 世 界 ” 是 指 我 们 生活 在 其 中 的 太阳 系 ， 那 么 它 

所 适用 前 几何 学 将 是 具有 史 瓦 西 度 规 的 四 维 黎 曼 
几何 学 。 

如 果 继 续 扩 大 视野 ， 把 “现实 世界 ”理解 为 “ 

字 宕 中 迄今 所 能 观测 到 的 一 切 部 分 ， 那 么 也 可 按 
照 广义 相对 论 建立 各 种 宇宙 模型 ， 每 种 相对 论 字 
宙 模 型 的 数学 形式 仍 是 某 种 四 维 黎 曼 几 何 . 

“现实 世界 适用 哪 种 几何 ”的 疑问 ， 本 来 是 从 

欧 儿 里 得 第 五 公设 的 研究 产生 的 ， 预 期 的 答案 是 

传统 的 欧 氏 几何 或 与 之 对 立 的 双 曲 几何 ， 但 是 随 

着 物理 观念 的 变革 ， 原 先 指望 的 两 种 答案 都 落空 
了 ， 原先 发 展 黎 曼 几 何 时 ， 并 没有 对 它 的 实际 应 
用 抱 有 太 大 的 指望 ， 结 果 却 通过 相对 论 ， 成 为 认 
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识 时 间 、 空 间 和 引力 性 质 的 重要 工具 ， 
然而 这 还 不 是 问题 的 最 后 答案 。 现 实 世界 的 
自然 现象 是 丰富 多 样 的 和 错综复杂 的 。 要 想 更 深 
入 地 认识 自然 界 的 规律 ， 要 能 建立 更 普遍 的 物理 
理论 ， 就 需要 在 数学 上 相应 地 发 展 更 复杂 和 更 有 
力 的 方法 ,特别 是 几何 的 方法 .物理 学 和 几何 学 都 
需要 坐标 ， 但 又 都 力图 摆脱 坐标 的 影响 。 坐标 只 
是 登山 的 拐杖 ， 可 以 借 一 把 力 ， 但 是 无 论 物理 定 
律 或 几何 定理 ， 都 必须 与 坐标 无 关 。 所 以 ， 几 何 
和 物理 常常 不 约 而 同 地 想到 一 起 。 物 理 的 成 就 鼓 
舞 几 何 的 兴趣 ， 几 何 的 理论 帮助 物理 的 进展 。 继 
黎 曼 几何 被 成 功 地 用 于 相对 论 之 后 ， 纤 维 从 上 的 
联络 论 被 应 用 于 规范 场 理论 ， 使 人 类 对 于 现实 世 
界 的 了 解 又 前 进 了 一 大 步 。 
什么 是 纤维 从 呢 ? 
纤维 从 理论 的 基 
础 是 当代 著名 数学 家 
陈省身 (1911~ ) 
奠定 的 。 虽 然 它 的 严 
格 定义 需要 很 多 预备 
知识 ， 基 本 思想 却 不 
难 理 解 。 图 8 一 3 陈省身 
一 张 平 整 的 糖 纸 ， 紧 紧 地 包 在 一 块 水 果 夹 心 
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糖 上 ， 糖 纸 必 然 会 出 现 锌 裙 。 事实 上 ， 无 论 是 球 
形 硬 糖 ， 或 是 方形 奶 糖 或 圆锥 形 的 酒 心 巧克力 ， 
要 用 一 张 糖 纸 把 它们 衰 得 严 严实 实 ， 糖 纸 上 都 不 
可 避免 地 出 现 皱纹 或 卷曲 。 设 想 所 用 的 糖 纸 是 一 
些 印 满 方 格 坐 标 网 的 透明 纸 ， 把 它们 包 在 糖 上 ， 
就 在 糖果 的 表面 引进 了 坐标 系 。 要 想 用 一 张 坐 标 
纸 履 盖 整 个 申 面 ， 往 往 会 象 糖 纸 一 样 起 皱 初 。 为 
了 使 一 个 复杂 的 曲面 上 到 处 都 有 可 供应 用 的 坐标 
i ed 


一 一 一 


撕 下 相 重 晤 的 地 方 ,不 同 从 标 之 问 可 以 互 化 ,并 人 
得 坐标 变换 式 中 出 现 的 函数 有 足够 的 可 微 性 。 这 
样 就 得 到 一 个 可 微分 流 形 ,简称 微分 流 形 ,每 一 小 
决 坐 标 纸 给 出 它 的 一 个 局 部 坐标 邻 域 。 微 分 流 形 
是 一 个 整体 概念 ， 可 以 研究 它 的 各 种 拓扑 性 质 ， 
即 在 连续 变形 下 保持 不 变 的 性 质 , 在 微分 流 形 
M 上 引进 黎 曼 度量 9, 得 到 黎 坚 流 形 (M,9), 流 形 
M 的 拓扑 性 质 和 度量 9 的 弯曲 性 质 互相 影响 。 经 
与 微 积 分 和 微分 方程 的 许多 定理 是 在 充分 小 的 邻 
域 里 得 到 的 ， 受 到 局 部 性 的 限制 ， 发 展 起 微分 流 
形 的 理论 以 后 ， 就 对 研究 全 局 性 质 提供 了 方便 . 

在 很 多 几何 问题 中 ， 常 需 研 究 在 一 个 微分 
流 形 各 点 处 附加 的 各 种 有 关 图 形 的 性 质 ， 例 如 流 
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形 在 一 点 的 切线 、 切 平面 、 法 线 、 密 切 圆 、 法 截 
线 、 活 动 标 架 等 。 这 种 情形 ， 就 象 是 在 同一 片山 
地 上 可 以 根据 需要 ， 种 植 不 同 品种 的 树 。 在 每 一 
点 种 一 樟树 ， 总 起 来 得 到 一 个 树 从 每 一 点 种 桃 
树 ， 就 得 到 桃 树 从 ， 每 一 点 种 梨 树 ， 就 得 到 梨 树 
从 。 种 什么 树 ， 得 什么 从 .现在 考虑 一 个 微分 流 
形 听 ， 叫 做 底 流 形 。 然 后 ， 象 在 山坡 上 种 树 那 
样 ， 在 微分 流 形 必 的 每 一 点 按 一 定 的 要 求 附 上 一 
个 有 关 图 形 ， 叫 做 一 个 纤维 ， 因 而 以 的 各 点 分 别 
附 上 了 同一 种 纤维 。 最 后 ， 用 拓扑 学 的 “胶水 ” 
把 这 些 纤维 粘 合 成 为 一 个 整体 ,就 得 到 纤维 从 .如 
果 纤 维 是 直线 ， 就 得 到 线 从 ， 纤 维 是 贺 ， 得 到 贺 
从 ， 纤维 是 向 量 空间 ,得 到 向 量 从 . 粘 什么 纤维 ， 
得 什么 从 。 所 用 的 纤维 常 有 一 定 的 对 称 性 ， 例 如 
纤维 是 直线 时 ， 可 沿 自身 任意 滑动 ， 纤 维 是 圆周 
时 ， 可 沿 自身 任意 转动 ， 等 等 。 把 一 根 纤维 变 成 
它 自 己 的 所 有 变换 构成 一 个 变换 群 ， 叫 做 纤维 从 
的 结构 群 。 如 果 底 流 形 M 是 m 维 的 ， 纤 维 是 维 
的 ， 那 么 得 到 的 纤维 从 E 是 一 个 m+k 维 的 微分 
流 形 ， 叫 做 总 流 形 。 把 纤维 粘 合 的 抵 扑 方式 ， 应 
该 是 局 部 积 。 粗 略 地 说 ， 就 是 总 体 上 是 否 整 齐 ， 
不 去 管 它 ， 至 少 在 每 一 点 附近 ， 局 部 地 看 起 来 ， 
纤维 是 整齐 地 排列 着 的 。 
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例如 ， 把 底 流 形 放 取 为 xOYy 平面 内 的 圆周 

X=COS0, Y=sSing, 2=0 
把 纤维 F 取 成 直线 。 在 底 流 形 M 的 每 一 点 附 上 一 
根 纤维 ， 就 是 过 圆 必 的 每 一 点 在 空间 中 作 一 条 直 
线 。 局 部 积 的 拓扑 学 要 求 ， 限 制 了 这 些 直线 应 该 
连续 地 变动 过 去 ， 因 而 组 成 一 个 直 纹 曲面 五 ， 这 
个 直人 效 面 就 是 总 流 形 . 

如 果 作为 纤维 的 各 条 直线 都 平行 于 z 轴 ， 屠 
么 所 得 曲面 的 参数 方程 是 

X=C0s0, y=Sin9, 2=t 
这 时 总 流 形 E 是 圆柱 面 . 

如 果 沿 着 圆 了 环行 一 周 时 ， 纤 维 绕 圆 的 切线 
转动 半 周 ， 那 么 当 回 到 原 地 时 ， 直 线 恰好 上 下 类 
倒 。 这样 得 到 的 曲面 ， 方 程 是 


X= CO0S0 +T vsin Scos0 
2 -sinb+ 9 sin-Lsing 


之 一 bcos 忆 
2 


这 样 的 曲面 叫做 莫 比 乌 斯 带 ， 形 状 如 图 8 一 4 
所 示 。 这 幅 图 是 画家 埃 软 在 1963 年 发 表 的 木刻 
图 中 画 着 九 个 大 蚂蚁 沿 曲 面 鱼贯 而 行 。 顺 着 这 些 
蚂蚁 的 足迹 ， 可 以 发 现 ， 葛 比 乌 斯 带 没 有 正 反 两 


en 
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图 8 一 4 竟 比 乌 斯 带 


面 ， 它 总 共 只 有 一 个 面 。 莫 比 乌 斯 带 是 单 侧 曲面 
的 图 型 例子 ， 而 圆柱 面 则 是 双全 曲面， 两 者 在 拓 
扑 上 不 等 价 ， 

可 以 把 微分 法 推广 到 纤维 从 上 来 。 为 此 需要 
引进 “联络 ”有 了 联络 ， 就 能 定义 协 变 导数 ， 
它 是 方向 导数 概念 的 推广 。 普 通 多 元 函数 的 二 阶 
偏 导数 可 以 交换 求 导 上 顺序 ， 而 协 变 导数 一 般 不 能 
交换 顺序 。 这 种 不 可 换 性 可 以 解释 为 联络 的 弯 
曲 ,以 适当 方式 引进 一 个 表示 不 可 交换 性 的 张 量 ， 
称 为 联络 的 曲率 . 

现在 把 视线 转 到 物理 方面 ， 

自然 界 有 四 种 基本 的 力 ， 引 力 ， 电 磁力 ， 强 
相互 作用 和 弱 相 互 作 用 。 广 义 相 对 论 是 在 时 空 背 
景 上 关于 引力 的 理论 。 在 广义 相对 论 经 过 观测 验 
证 而 得 到 承认 以 后 ， 爱 因 斯 坦 试 图 进而 建立 统一 
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场 论 ， 希 期 能 够 得 到 包括 各 种 基本 力 的 场 的 统一 
理论 。 还 有 一 些 其 他 人 也 参加 了 这 项 工作 。 有 些 
工作 试图 把 四 维 时 空 的 几何 扩大 为 五 维 ， 有 的 工 
作 试 图 利用 复 空间 或 更 一 般 的 度量 空间 ， 等 等 。 
但 是 都 没有 能 达到 目的 ， 

另 一 方面 ，1918 年 ， 韦 尔 (1885~1955》 在 
《引力 和 电 》》 一 文中 提出 了 规范 场 理 论 。 现 在 知 
道 , 韦 尔 所 研究 的 规范 场 ,可 以 看 成 基于 洛 仑 效 流 
形 上 的 圆 从 的 几何 学 。 后 来 杨振宁 把 规范 场 推 广 
到 一 般 情 形 ,被 称 为 杨 一 米尔 斯 场 .杨振宁 是 从 物 
理想 法 导出 他 的 一 般 理论 的 ， 但 是 后 来 发 现 ， 其 
笑 这 就 是 纤维 从 上 的 联络 ,物理 与 几何 再 度 联 
合 ， 规 范 场 的 研究 取得 迅速 进展 。 格 拉 肖 ， 温 伯 
格 和 萨 拉 姆 利用 规范 场 建立 起 弱 相 互 作用 和 电磁 
力 的 统一 理论 ,所 预言 的 效应 得 到 实验 的 证 实 , 获 
得 了 诺 贝 尔 奖金 。 物 理学 界 正在 雄心 勃 过 地 向 大 
统一 理论 冲刺 。 现 在 还 不 能 预料 最 后 的 结果 ， 但 
的 了 人 浊 人 将 党 很 有 用 鸭 


数学 工具 。 


杨振宁 说 ，“ 非 交换 的 规范 场 与 纤维 从 这 个 
美妙 理论 一 数学 家 们 发 展 它 时 并 没有 参考 物理 
世界 一 在 概念 上 的 一 致 ， 对 我 来 说 是 一 大 奇 
迹 。” 祈 振 宁 还 对 陈省身 说 ，“ 这 既是 使 人 震 售 
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的 ， 又 是 使 人 迷惑 不 解 的 ， 因 为 你 们 数学 家 是 没 
有 依据 地 虚构 出 这 些 概念 来 的 。” 陈省身 立刻 抗 
议 道 ，“ 非 也 ， 非 也 ， 这 些 概念 并 不 是 幻想 出 来 
和 的。 它们 是 自然 的 ， 而 又 是 真实 的 。” 

确实 ， 纤 维 从 理论 和 规范 场 理论 同样 都 是 自 
然 的 和 真实 的 、 在 某 个 阶段 ， 数 学 家 和 物理 学 家 
互 不 了 解 对 方 的 工作 ， 根 据 自己 研究 领域 内 亟待 
解决 的 重大 课题 ， 确 定 主攻 方向 ， 结 果 不 约 而 同 
地 走向 同一 种 数学 结构 ， 数 学 上 取 名 为 纤维 从 ， 
物理 上 取 名 为 规范 场 。 互 相交 流 之 后 ， 双 方 懂 然 
大 悟 ， 才 知道 “英雄 所 见 略 同 ”。 

陈省身 在 一 首 诗 中 写 道 ，“ 物 理 、 儿 何 是 一 
家 ， 一 同 携手 到 天 涯 。” 在 今后 的 征途 中 ， 物 理 
与 几何 一 定 还 会 继续 携手 并 进 ， 在 认识 世界 中 共 
同 发 展 ， 由 于 共同 发 展 而 更 深刻 地 认识 世界 。 

为 了 更 深入 、 更 全 面 地 揭示 现实 世界 的 客观 
规律 ， 今 后 所 用 到 的 几何 理论 也 许 会 变 得 更 复 
杂 、 更 艰深 。 而 所 有 这 些 抽象 的 现代 几何 理论 ， 
都 是 在 几何 空间 概念 突破 传统 框架 之 后 出 现 的 。 
空间 概念 的 发 展 ， 具 有 深 序 的 实践 基础 ， 并 且 在 
漫长 的 历史 发 展 过 程 中 ， 取 得 了 丰富 的 量变 的 积 
累 。 通 过 对 欧 儿 里 得 第 五 公设 的 研究 ， 发 现 非 网 
几何 ， 因 而 点 燃 了 激 起 质变 的 导 火 索 。 在 第 一 声 
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爆炸 之 后 ， 便 迅速 引起 连锁 反应 ， 势 不 可 当 ， 几 
何 学 的 面貌 从 此 焕然 一 新 。 欧 几 里 得 第 五 公设 的 
真正 价值 ， 要 从 整个 数学 思想 发 展 的 长 河中 去 了 
解 。 历 史 不 会 忘记 欧 几 里 得 第 五 公设 的 功绩 。 可 
以 相信 ， 即 使 在 若干 年 之 后 ， 人 们 还 会 回 包 起 这 
个 著名 的 数学 问题 。 
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克 莱 因 ,下 ,( 非 利克 斯 ) Felix Klein 
克 莱 因 ，M. (英里 斯 ) Morris Kline 


凯 莱 Cayiey 

利 玛 罕 Matteo Ricci 
变 克 斯 韦 Maxwell 

闵 定 格 Minding 
希 尔 伯 特 Hibert 

希 尔 偿 脱 ( 即 希 尔 伯 特 )Hilbert 

希 思 Heath 

拉 盖 尔 Laguerre 

轴 巴 切 夫 斯 基 JIo6adeBpcKH 下 
明 可 夫 斯 基 MinkowsKi 
欧 几 里 得 Euclid 

庞 加 莱 Poincaré 
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杨振宁 C、N。Yang 
柏拉图 Pilato 

科 士 宵 KocT™HH 

洛 仑 兹 Lorentz 

须 外 卡尔 特 Schweikart 
爱 丁 顿 Eddington 

受 因 斯 坦 Einstein 

格拉 斯 曼 Grassmann 
格拉 肖 Glashow 
榜 罗 斯 受 Grossmamn 
海 伯 格 Heiberg 
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